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Математические модели насыщенной асинхронной машины
в полярных координатах

ПАНТЕЛЕЕВ В. И., ПАХОМОВ А. Н., ФЕДОРЕНКО А. А.

В основе построения современных автоматизи�
рованных асинхронных электроприводов лежат ма�
тематические модели асинхронных машин (АМ),
представленные, как правило, в декартовой систе�
ме координат [1–5]. Известны примеры использо�
вания фрагментов моделей АМ в полярных коор�
динатах – уравнения роторной цепи и электромаг�
нитного момента [6, 7]. Однако в целом математи�
ческие модели АМ в полярных координатах изуче�
ны недостаточно, что ограничивает их применение
в инженерной практике.

С целью восполнения указанного пробела в об�
ласти математического моделирования установив�
шихся и переходных процессов в АМ в [8, 9] рас�
смотрены математические модели АМ в полярных
координатах при условии постоянства ее парамет�
ров. В статье представлены модели, учитывающие
изменение параметров АМ вследствие насыщения
главной магнитной цепи. Кривая намагничивания
при этом аппроксимирована полиномом седьмого
порядка, вид и параметры которого определены в
[5]. Приведены математическая модель АМ на ос�
нове полной системы уравнений электромагнитных
контуров (дифференциальные уравнения и уравне�
ния связи) и модель АМ на основе системы диффе�
ренциальных уравнений, в которых часть промежу�
точных переменных исключена (уравнения в пере�
менных y ys r- ).

Для модели в полярных координатах в полных
переменных уравнения электромагнитных конту�

ров АМ и уравнения связи между переменными
имеют вид [10]:
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где ys , is , jys
, jis – модули и аргументы резуль�

тирующих векторов потокосцепления и тока стато�
ра; yr , ir , jyr

, jir – модули и аргументы резуль�

Цель представленной работы – восполнить наметившийся пробел в области математического
моделирования установившихся и переходных процессов в асинхронных электрических машинах.
Предложен набор математических моделей в полярных координатах, учитывающих насыщение
главной магнитной цепи машины. Для решения поставленных задач использовались методы теории
функций комплексных переменных. Программные реализации предлагаемых математических моде#
лей и численные исследования воспроизводимых ими процессов выполнены в вычислительной среде
MATLAB (пакет прикладных программ SIMULINK). Представлены два варианта математиче#
ских моделей асинхронной машины в полярных координатах, учитывающих насыщение главной
магнитной цепи и отличающихся набором переменных состояния машин. Определены особенности
программной реализации таких моделей. Установлено, что они достаточно точно описывают
процессы в асинхронной машине на рабочем участке ее механической характеристики. Показано,
что математические модели в полярных координатах воспроизводят процессы в асинхронной ма#
шине в целом с той же точностью, что и получившие широкое распространение подобные модели
в декартовых координатах, однако позволяют наблюдать те переменные состояния асинхронных
машин, которые невозможно наблюдать в математических моделях в декартовых координатах.

К л ю ч е в ы е с л о в а: асинхронная машина, установившиеся и переходные процессы, ма#
тематические модели, полярные координаты, насыщение
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тирующих векторов потокосцепления и тока рото�
ра; wk , w – значения частоты вращения полярной
оси системы координат и вала электрической ма�
шины; rr , rs – приведенные к статору активные
сопротивления фазы обмотки ротора и статора; lm ,
ls , ¢lr – взаимная индуктивность обмоток статора и
ротора, полная индуктивность обмотки статора и
эквивалентная индуктивность обмотки ротора;
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Уравнения (1), (2) совместно с формулой элек�
тромагнитного момента

m k ir s r is rэ= -y j j ysin( ) (3)

и уравнением движения электропривода

J
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дают полную математическую модель АМ в поляр�
ных координатах в полных переменных. Если все
коэффициенты в (1)–(4) принять постоянными, то
получим модель с постоянными параметрами.

Учет насыщения главной магнитной цепи вызы�
вает необходимость рассматривать коэффициенты
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в качестве переменных величин, определяемых
магнитным состоянием электрической машины по
главному контуру намагничивания
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где lss , lrs – индуктивность рассеяния обмоток ста�
тора и ротора; lm – тангенциальная динамическая
индуктивность главной магнитной цепи; ym , im –
модули результирующих векторов потокосцепления
и тока контура намагничивания.

Для вычисления ym и im воспользуемся соотно�
шениями в [5], преобразовав их к полярным коор�
динатам:
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где g1 014845= , ; g2 0 27737= , ; g3 0 5464=- , ;
g4 0 41725= , – аппроксимирующие коэффициенты,
определённые для усреднённой, представленной в
относительных единицах, кривой намагничивания
АМ [5].

Уравнения (1)–(12) в совокупности представля�
ют собой математическую модель АМ в полярных
координатах в полных переменных, учитывающую
насыщение главной магнитной цепи. Соответст�
вующая структурная схема АМ представлена на
рис. 1. При построении развернутой схемы блока
формирования переменных коэффициентов
(рис. 2) использованы уравнения (5)–(12).

Математическая модель АМ в полярных коор�
динатах в переменных y ys r- имеет вид [8, 9]:
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где переменные коэффициенты, зависящие от сте�
пени насыщения главной магнитной цепи электри�
ческой машины, определяются соотношениями:
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Для вычисления ym mi( ) и im в (14) целесообраз�
но воспользоваться формулой (12) и соотношени�
ем, взятым из [5] и преобразованным к полярным
координатам:
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Уравнения (13)–(15) представляют учитываю�
щую насыщение главной магнитной цепи матема�
тическую модель АМ в полярных координатах в
переменных y ys r- . Соответствующая структурная
схема АМ представлена на рисунках 3 и 4.

Легко заметить, что структурные схемы моде�
лей, учитывающих насыщение главной магнитной
цепи, в значительной мере совпадают со структура�
ми моделей с постоянными параметрами [8, 9]. От�
личие в том, что модели, учитывающие насыще�
ние, дополнены блоком формирования перемен�
ных коэффициентов. Вследствие чего линейные
апериодические звенья моделей с постоянными па�
раметрами здесь заменены структурами, состоящи�
ми из интегрирующего звена, охваченного нели�
нейной отрицательной обратной связью, а линей�
ные безынерционные звенья, характеризующие по�
стоянные параметры, – поступающими на входы
соответствующих блоков перемножения перемен�
ными множителями, вычисляемыми блоком фор�
мирования переменных коэффициентов.

Математические модели в полярных координа�
тах содержат операции деления модулей и тригоно�
метрические функции аргументов результирующих
векторов. Это вызывает необходимость при чис�
ленном интегрировании уравнений исключить воз�
можность возникновения режима деления на нуль.
Кроме того, требуется синхронизация полярной
оси системы координат с векторными переменны�
ми АМ, иначе аргументы последних при моделиро�
вании переходных процессов могут неограниченно
возрастать. Первое условие достигается заданием
пренебрежимо малых не нулевых начальных значе�
ний на выходах интеграторов (равныx 0,00001% ба�
зового значения соответствующей переменной),
формирующих модули соответствующих векторных
переменных [8, 9]. Второе – заменой в моделях

переменных, характеризующих аргументы результи�
рующих векторов, переменными, представляющими
собой разность аргументов соответствующих векто�
ров. Такая замена делает модели инвариантными к
частоте вращения системы координат [8, 9].

Моделирование процессов в АМ в приложении
Simulink пакета MatLab с помощью предложенных
математических моделей, а также построенных при
тех же допущениях моделей в декартовых коорди�
натах даёт одинаковый по точности результат. Ил�
люстрируют это приведённые на рис. 5 и 6 графи�
ки изменения частоты вращения ротора и электро�
магнитного момента при прямом пуске вхолостую
асинхронного двигателя 4А160М4У3 на номиналь�
ные параметры сети, которые одновременно соот�
ветствуют полученным с помощью всех вышеука�
занных вариантов моделей. Это свидетельствует о
том, что при их разработке и реализации не было
допущено ошибок и модели в полярных координа�
тах, учитывающие насыщение главной магнитной
цепи, воспроизводят процессы в АМ с точностью
принятых допущений. Значения базовых величин
при необходимости можно найти в [5, 6]. Парамет�
ры двигателя взяты из [10].

Если в дифференциальных уравнениях предла�
гаемых моделей производные положить равными
нулю, то получим систему алгебраических уравне�
ний, характеризующих статические режимы работы
двигателя. Они позволяют рассчитать статическую
механическую характеристику АМ (рис. 7,а) в лю�
бом диапазоне изменения частоты вращения. Со�
поставление графиков на рис. 5, 6 и 7,а с соответ�
ствующими графиками из [11], полученными на
моделях с постоянными параметрами и моделях,
учитывающих вытеснение тока, а также с графи�
ком на рис. 7,б механической характеристики, по�
строенной с учётом вытеснения тока, позволяют
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Рис. 2. Схема блока формирования переменных коэффициентов для модели в полных переменных



«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО»№ 2/2020 Математические модели насыщенной асинхронной машины в полярных координатах 31

Б
ло

к
ф

ор
м

ир
ов

ан
ия

пе
ре

м
ен

ны
х

ко
эф

ф
иц

ие
нт

ов

Р
ис

.
3.
С
тр
ук
ту
рн
ая
сх
ем
а
м
од
ел
и
А
М
в
п
ер
ем
ен
н
ы
х
y

y
s

r
-

с
уч
ет
ом

н
ас
ы
щ
ен
и
я
гл
ав
н
ой
м
аг
н
и
тн
ой
ц
еп
и



увидеть влияние выбора варианта модели на ре�
зультаты расчёта. Полученные при моделировании
механические характеристики на рабочем участке
(при малых скольжениях) в характерных точках
весьма близки к справочным [10].

Так, для рассматриваемого двигателя
4А160М4УЗ, паспортное значение кратности кри�
тического момента которого равно М Мк н/ , ,=2 3
рассчитанные с помощью вышеперечисленных мо�
делей кратности критического момента имеют сле�
дующие значения:

модели с постоянными параметрами
М Мк н/ ,=2 33;

модели с учетом насыщения М Мк н/ ,=2 31;
модели с учетом вытеснения тока ротора

М Мк н/ ,=2 306.
Для общности приведены полученные таким же

образом результаты с помощью моделей с постоян�
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Рис. 4. Схема блока формирования переменных коэффициентов для модели в переменных y ys r-

Рис. 5. График изменения частоты вращения ротора

Рис. 6. График изменения электромагнитного момента
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ными параметрами [5] и моделей, учитывающих
вытеснение тока ротора [11]. Максимальное отли�
чие значений моментов при одинаковых скольже�
ниях в этой зоне не превышает 4%.

Погрешность воспроизведения механических
характеристик моделями с постоянными парамет�
рами и моделями с насыщением при больших
скольжениях велика. Так, при моделировании ста�
тический пусковой момент меньше каталожного
значения более чем в 2 раза. Это обусловлено тем,
что рассматриваемые модели не учитывают эффект
вытеснения тока ротора.

Учёт влияния вытеснения тока ротора [11] су�
щественно приближает результаты расчета механи�
ческой характеристики (рис. 7,б) при больших зна�
чениях скольжения к реальным значениям. Для
сравнения кратность пускового момента, рассчи�
танного с учетом вытеснения тока ротора, равна
m M Mп б н/ , , / , ,= × =128 149 5 120 5 159 и отличается от
каталожного значения всего на 14%.

Выводы. 1. Разработанные математические мо�
дели АМ в полярных координатах, учитывающие
насыщение главной магнитной цепи, воспроизво�
дят установившиеся и динамические режимы АМ с
той же точностью, что и аналогичные математиче�
ские модели в декартовых координатах.

2. Математические модели с учетом насыщения
главной магнитной цепи, как и с постоянными па�
раметрами, справедливы для описания переходных
режимов в широком диапазоне изменения значе�
ний частоты вращения только для асинхронных
машин малой мощности (Р2 4£ кВт), поскольку
глубина паза ротора у них меньше критической  и
эффект вытеснения тока можно не учитывать. Для
больших значений мощности они достаточно точно
описывают режимы работы АМ при малых значе�
ниях скольжения ротора (меньших критического) и
весьма грубо при больших значениях. Поэтому с
учётом их большей сложности по сравнению с мо�
делями с постоянными параметрами область ра�
ционального применения моделей, учитывающих
насыщение главной магнитной цепи, – это точное
исследование энергетических режимов АМ при ма�
лых (рабочих) скольжениях.

3. Математические модели в полярных коорди�
натах характеризуют АМ совокупностью перемен�
ных состояния, некоторые из которых в математи�
ческих моделях в декартовых координатах не на�
блюдаемы. В частности, вычисление полярных ко�
ординат результирующих векторов по декартовым
даёт главное значение их аргументов. Модели в по�
лярных координатах воспроизводят полные значе�
ния аргументов, добавляя к главному значению

углы, соответствующие числу полных оборотов ре�
зультирующих векторов вокруг начала координат.

Изложенное позволяет рекомендовать модели в
полярных координатах для использования в инже�
нерной практике наряду с моделями в декартовых
координатах.
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This study is aimed at filling a certain gap in the mathematical modeling of steady�state and transient
processes in induction machines. A set of mathematical models written in polar coordinates that take into
account the machine main magnetic circuit saturation is proposed. For solving the formulated problems,
methods of the complex variable theory were used. The proposed mathematical models were implemented
by means of software, and the processes simulated using them were investigated in the MATLAB
computation environment (using the SIMULINK package of application computer programs). Two versions
of induction machine mathematical models written in polar coordinates are presented, which take into
account saturation of the main magnetic circuit and differ from each other in the set of machine state
variables. The specific features of implementing such models by means of software are determined. It has
been found that these models describe the processes in an induction machine in the working part of its
mechanical characteristic with sufficient accuracy. It is shown that the mathematical models written in
polar coordinates simulate the processes in an induction machine on the whole with the same accuracy as
the widely used similar models written in the Cartesian coordinates. At the same time, by using the models
written in polar coordinates, it is possible to observe induction machine state variables that cannot be
observed in the case of using the mathematical models written in the Cartesian coordinates.

K e y w o r d s: induction machine, steady�state and transient processes, mathematical models, polar
coordinates, saturation


