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Исключение избыточных слагаемых и множителей в разностных
выражениях чувствительности для линейных электрических цепей

КУРГАНОВ С.А., НЕДОРЕЗОВМ.В., ФИЛАРЕТОВ В.В.

Формулы для получения относительной чувстви0
тельности в аналитическом виде. Относительной
чувствительностью называют отношение измене�
ния схемной функции F к соответствующему изме�
нению параметра W элемента схемы [1]:
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Формулы в виде отношения произведений двух
пар определителей следуют из выражения (1) с по�
мощью теоремы Якоби. Для коэффициента
K U U= 3 1/ передачи напряжения Y�схемы с зазем�
ленными элементами (рис. 1,а) формула чувстви�
тельности предложена в [1]:
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где Y – варьируемая проводимость источника тока,
управляемого напряжением (ИТУН); D11, D15, D13,
D11 73, – алгебраические дополнения узловой мат�
рицы.

В формуле (2) отсутствуют разности определи�
телей, что позволяет получить символьные выраже�
ния без избыточных слагаемых – одинаковых вы�
ражений с противоположными знаками. Формула
(2) справедлива только для Y�схем с заземленными
элементами и для дуальных Z�схем [1].

Обобщение формулы (2) для всех типов переда�
точных функций и электрических цепей с произ�
вольными линейными элементами выполнено на
основе метода схемных определителей [2] и много�

кратных суммарных алгебраических дополнений
(МСАД) [3, 4]. Например, формула чувствительно�
сти коэффициента передачи напряжения
K U U= 2 1/ для схемы на рис. 1,б по параметру Y
незаземленного ИТУН имеет вид [3]:
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где D – определитель исходной схемы; D( )( )1 2 1 2+ + ,
D( )( )1 2 3 4+ + – определители коэффициента переда�
чи напряжения.

Раскрытие МСАД формул вида (3) и получение
символьных выражений чувствительности выпол�
няется методом схемных определителей (МСО),
который в отличие от матричных методов не обра�
зует пар избыточных, равных по модулю, но проти�
воположных по знаку слагаемых [2]. Для экономии
вычислительных операций и получения компакт�
ных выражений используются формулы бисекции
[2, 4].

Предложены формулы для одновременного выделения одноименных параметров (сопротивлений,
проводимостей, управляемых источников напряжения и тока) в отношениях и разностях схемных
определителей. Эти формулы применяются при формировании дробно�рациональных выражений
без взаимно умножающихся слагаемых и избыточных множителей. При выделении одинаковых па�
раметров из отношения схемных определителей исключаются избыточные множители в числите�
ле и знаменателе функции чувствительности, а при выделении из разности происходит локализа�
ция (группировка) одинаковых слагаемых с противоположными знаками, что позволяет удалить
их без дополнительных затрат. Разработан алгоритм получения безызбыточных символьных выра�
жений чувствительности, который предназначен для любых схемных функций – передаточных
функций по напряжению и току, передаточных и входных сопротивлений и проводимостей. Рас�
смотрен пример формирования безызбыточной функции чувствительности для активного фильтра
нижних частот. Проведено сравнение функций чувствительности, полученных по разностной фор�
муле, обобщенной формуле Боде и предлагаемому алгоритму.

К л ю ч е в ы е с л о в а: электрические цепи, схемная функция, относительная чувствитель�
ность, выделение параметров, избыточные множители

Рис. 1. Схемы для определения чувствительности по пара�
метру ИТУН: а — с заземленными полюсами; б — незаземлен�
ными
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Недостатком формул вида (3) является возмож�
ность образования избыточных множителей, общих
для числителя и знаменателя выражения относи�
тельной чувствительности. Кроме того, эти форму�
лы в отличие от разностных формул относительной
чувствительности [5, 6] требуют нахождения не
только определителей числителя и знаменателя ис�
следуемой передаточной функции, но и дополни�
тельных определителей, например D( )( )1 2 5 6+ + и
D( )( ),( )( )1 2 1 2 7 8 3 4+ + + + в формуле (3).

Разностные формулы чувствительности, содержа�
щие разность отношений или произведений определи�
телей [5, 6]. Эти формулы следуют непосредствен�
но (без преобразования Якоби) из определения от�
носительной чувствительности (1). При явном вы�
делении варьируемого параметра W получаются
разностные формулы, предусматривающие раскры�
тие вместо четырех определителей в (3) только двух
– числителя N и знаменателя D соответствующей
схемной функции [5]:
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Здесь N1, N2 , D1 и D2 – части числителя и знаме�
нателя схемной функции, которые получаются при
выделении параметра W по [2]:
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Недостатком формул (4) и (5) по сравнению с
формулами Боде является наличие характерных
для разностных выражений одинаковых слагаемых
c противоположными знаками, что может услож�
нить выражение в несколько раз и увеличить по�
грешность вычислений.

Можно значительно уменьшить число избыточ�
ных слагаемых, если в числителе (4) заменить N и
D на выражения (6). После удаления образовав�
шихся одинаковых слагаемых с противоположны�
ми знаками получается «экономное» выражение
для чувствительности [6]:
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Однако выражение (7) по�прежнему нельзя счи�
тать оптимальным [7, 8] не только из�за наличия
взаимно уничтожающихся слагаемых, число кото�
рых сопоставимо с числом слагаемых, остающихся
после приведения подобных. В (7), как и в форму�
лах вида (3), могут образоваться избыточные мно�
жители.

Чтобы исключить в выражениях чувствительно�
сти как сокращающиеся множители, так и взаимно
уничтожающиеся слагаемые предлагается одновре�
менное выделение одноименных параметров в форму�
ле (7).

Формулы выделения одноименных параметров в
отношениях и разностях схемных определителей. Та�
кие формулы представляют интерес, если параметр
выделяется в числителе и знаменателе по формуле
(6) при нулевом втором слагаемом. В этом случае
выделяемый параметр сокращается в числителе и
знаменателе формулы. При этом формулы выделе�
ния параметра из отношения определителей для
управляемого источника (УИ) с параметром c,
двухполюсного сопротивления Z и проводимости Y
имеют вид:
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где A и B – схемные определители числителя и
знаменателя; c®нуллор означает преобразование
УИ в нуллор, а верхний и нижний индексы Z и Y –
удаление сопротивления Z и стягивание (замену
проводником) проводимости Y.

Формулы выделения из разности схемных опре�
делителей для УИ с параметром c, двухполюсного
сопротивления Z и проводимости Y имеют вид со�
ответственно:

P M N M Nнуллор нуллор= - = - +® ®c c c( )

+ -= =M Nc c0 0; (11)

P M N Z M N M NZ Z
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P M N Y M N M NY Y
Y Y= - = - + -( ) , (13)

где M и N – определители уменьшаемого и вычи�
таемого.

Формулы (11)–(13) дают практический эффект,
поскольку при их рекурсивном использовании или
реализации в программе избыточные слагаемые ло�
кализуются (оказываются в выражении рядом), по�
этому могут быть взаимно уничтожены. Подобным
образом происходит локализация избыточных сла�
гаемых в миноре унисторного графа при первооче�
редном выделении пассивных элементов [7], когда
взаимно уничтожающиеся слагаемые образуются
не в двух, а в одном схемном миноре.
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Формулы выделения из разности схемных ми�
норов следует применять после формул выделения
параметров из отношения схемных миноров. Пра�
вила выбора выделяемых элементов используются
такие же, как и при формировании компактных и
экономичных символьных выражений для схемных
функций [8]. В первую очередь выделяются или
нейтрализуются параметры, входящие в наиболь�
шее число слагаемых.
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Рис. 2. Схема активного фильтра нижних частот для нахожде�
ния чувствительности коэффициента передачи напряжения по
сопротивлению R11
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Алгоритм формирования безызбыточных функций чувствительности на основе обобщенного выделения па�
раметров. Формула (7) малопригодна для символьного анализа, если раскрывать входящие в нее схемные
определители традиционно — один за другим, не обращая внимания на их отличия [2]. При этом образу�
ются как избыточные множители в числителе и знаменателе формулы, так и избыточные одинаковые сла�
гаемые с противоположными знаками. Не допустить их образования можно с помощью формул (8)–(13)
для выделения одноименных параметров из отношений и разностей схемных определителей, применяя
следующий алгоритм.

А. Построить САФ по формуле (7), которая для чувствительности коэффициента передачи напряжения
схемы (рис. 1,б) по проводимости ИТУН имеет вид:

Схема числителя N (знаменателя D) схемной функции получена в (14) из схемы на рис. 1,б путем под�
ключения норатора и нуллатора к входу и выходу (к входу) схемы. Схемы частей числителя N1 и N2 (зна�
менателя D1 и D2) сформированы из схемы числителя N (знаменателя D) путем замены ИТУН нуллором и
удаления его из схемы.

Б. Используя формулы выделения (8)–(10) из отношения схемных определителей, выделить общий мно�
житель из триады N1, N2, N. Эту же операцию выполнить применительно к триаде D1, D2, D.

В. По частному варианту формул (6) с нулевым первым слагаемым нейтрализовать соответствующие
параметры в триаде N1, N2, N. Выполнить эти же операции применительно к триаде D1, D2, D.

Г. Выделить одноименные параметры из пар N1, D2 и N2, D1 по формулам вида (11)–(13).
Д. Удалить образовавшиеся в парах N1, D2 и N2, D1 одинаковые схемные миноры с противоположными знаками.
Е. Раскрыть оставшиеся схемные миноры в (14).
Пункты А–Е выполняются для значений чувствительности произвольных схемных функций относи�

тельно любых варьируемых параметров.
Пример построения с помощью предлагаемого алгоритма безызбыточной функции чувствительности актив�

ного фильтра. Схема фильтра представлена на рис. 2 [9]. Операционный усилитель (ОУ) моделируется с
помощью источника напряжения, управляемого напряжением, с действительным коэффициентом переда�

чи напряжения k. Требуется получить функцию относительной чувствительности SR
K
11 коэффициента

K = Uвых/Uвх передачи напряжения при варьировании сопротивления R11.
1. Формула чувствительности (7) в виде схемно�алгебраического выражения в соответствии с п. А алго�

ритма:
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Сравнение предлагаемой формулы без избыточ�
ных множителей и слагаемых с известными формула�
ми чувствительности. По разностной формуле (7)
[6], используя правила МСО, получаем выражение
для числителя чувствительности:

N kR R kS= - + + + + -11 13{ ( ) ( )y R y R 1 y R R 15 12 6 10 6 12 10

- + + - + + + +y R y R 1 1 y (R R 1 15 12 6 10 6 12 10[( ( ) ] [ )( )k k k ]},
(21)

содержащее 15 слагаемых, две трети из которых из�
быточные – это пять пар одинаковых слагаемых с
противоположными знаками (множители избыточ�
ных слагаемых выделены жирным шрифтом).
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Здесь схемы частей знаменателя D1 и D2 (числителя N1 и N2) сформированы из схемы знаменателя D
(числителя N) путем удаления сопротивления R11 и замены его проводником.

2. Триада N1, N2, N указывает на общий множитель k в (15), который игнорируется по формуле (8) вы�
деления параметра из отношения определителей (п. Б алгоритма). В триаде D2, D1, D нет общего множите�
ля.

3. Следуя п. В алгоритма, применим к числителю (15) частные формулы выделения параметров с одним
слагаемым: формулу нейтрализации сопротивления R12, последовательного с норатором; выделения пара�
метра k ИНУН, параллельного нуллатору; замены параллельного соединения норатора и нуллатора про�
водником; удаления конденсатора C5, параллельного норатору; замены проводником резисторов R10 и R13,
последовательных норатору и приемнику напряжения U; удаления последовательного соединения норато�
ра и нуллатора. В результате получим следующее выражение числителя функции чувствительности:

где необозначенные части числителя схемной функции N1 1= и N R1 13= .
4. Выделяем сопротивление R13 по (12): выделение параметра из разности определителей (п. Г алгорит�

ма), при этом числитель чувствительности (16) преобразуется к виду:

5. Выделяем из разности определителей (17) параметр ИНУН k по
формуле (11):

6. Удалим (п. Д алгоритма) пару одинаковых схемных миноров с противоположными знаками, раскро�
ем оставшиеся определители, получим символьное безызбыточное выражение для числителя чувствитель�
ности:

N kR R y R y y R R R Rs =- + + + +11 13 5 12 6 5 10 12 10 12 1[ ( ], (18)

где y pC5 5= , y pC6 6= – проводимость конденсаторов; p – комплексный оператор.
7. Раскроем по п. Е алгоритма один из схемных миноров, удаленных в D1 и D2 из формулы (17), в ре�

зультате знаменатель схемной функции имеет вид:

D R R R y R y y R k R y y R= + + + + +( )[( )( ) ] { [ (11 13 12 5 10 6 6 12 11 6 51 1 10 12 10 12 12 13 51R R R R R y+ + + -) ] }. (19)

Отсюда с учетом (18) и частей числителя N1 и N2 в (16) получаем безызбыточное выражение чувстви�
тельности:
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Функция (20) не содержит как избыточных слагаемых, так и сокращающихся множителей.
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Знаменатель формулы чувствительности (7) с
учетом выделенного в N коэффициента k найден�
ных ранее в (16) выражений N1 и N2 и формулы
(19) имеет вид:

D k R R DS = +( )11 13 . (22)

Как видно из (21) и (22), функция чувствитель�
ности по формуле (7) имеет не только избыточные
слагаемые, но и сокращающийся в числителе и
знаменателе избыточный множитель k. После его
удаления, развертывания числителя (21), приведе�
ния подобных членов и последующего свертывания
получаем безызбыточное выражение, совпадающее
с выражением числителя (18), полученным по
предлагаемым формулам выделения одноименных
параметров из нескольких определителей. Таким
образом, для получения безызбыточной функции
чувствительности по формуле (7) требуется в отли�
чие от предлагаемых формул выполнение дополни�
тельных трудоемких операций.

По обобщенной формуле Боде вида (3) [3]

S R
R
K

11
11

5 0 8 0 5 0 5 0 8 0 9 0

5 0 5
= + + + + + +

+

D D

D
( )( ) ( )( ),( )( )

( )( + + +0 5 0 9 0) ( )( )D
(23)

МСАД числителя имеют вид: D( )( )5 0 8 0+ + =k;
D( )( ),( )( )5 0 5 0 8 0 9 0+ + + + =- + +kR y R y y R R13 5 12 6 5 10 12[ (
R R10 12 1+ +) ]; МСАД знаменателя:
D( )( ) ( )5 0 9 0 11 13+ + = +k R R ; D( )( )5 0 5 0+ + совпадает с ра�
нее найденным выражением D.

При подстановке символьных выражений
МСАД в формулу (23) получается функция чувст�
вительности, содержащая в числителе и знаменате�
ле избыточный множитель k. После сокращения
множителя k получается безызбыточная функция
чувствительности, совпадающая с выражением (20),
найденным по предлагаемым формулам. Однако
построение функции по формуле Боде является бо�
лее трудоемким, поскольку требуется раскрыть не
только определители числителя (МСАД D( )( )5 0 8 0+ + )
и знаменателя (МСАД D( )( ),( )( )5 0 5 0 8 0 9 0+ + + + ) иссле�
дуемой схемной функции, но и два дополнитель�
ных определителя в числителе (23).

Выводы. 1. Избыточные слагаемые в разностной
формуле чувствительности образуются при нали�
чии одинаковых слагаемых с варьируемым пара�
метром в числителе и знаменателе исследуемой
схемной функции, а избыточные множители обу�
словлены множителями без варьируемого парамет�

ра в числителе и(или) знаменателе схемной функ�
ции.
2. Предложенное формирование разностных

выражений чувствительности без вычислительной
избыточности путем одновременного выделения
одноименных параметров приводит к локализации
одинаковых схемных миноров с противоположны�
ми знаками. При этом используется всего два оп�
ределителя – числитель и знаменатель исследуемой
схемной функции – в отличие от четырех опреде�
лителей по обобщенной формуле Боде [3].
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Formulas for simultaneously separating homogeneous parameters (resistances, conductances, and
controlled voltage and current sources) in the ratios and differences of circuit determinants are proposed.
These formulas are used in constructing rational fractional expressions without mutually eliminating
summands and excess multipliers. In separating identical parameters from the ratio of circuit determinants,
excess multipliers in the numerator and denominator of the sensitivity function are eliminated, and in
separating them from the difference, identical summands with the opposite signs are localized (grouped),
due to which they can be eliminated without applying additional computation efforts. An algorithm for
obtaining non�excess symbolic sensitivity expressions is developed, which is intended to be used for any
circuit functions, including the transfer functions for voltage and current, and for mutual and input
resistances and conductances. An example of constructing a non�excess sensitivity function for an active
low�pass filter is considered. The sensitivity functions obtained using the difference formula, the generalized
Bode formula, and the proposed algorithm are compared.

K e y w o r d s : electric circuits, circuit function, relative sensitivity, separation of parameters, excess
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