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Исследование наведенного напряжения в линии продольного
электроснабжения

СЕМЕНОВА Е.Ю.

Самомодуляция (или автомодуляция) представ�
ляет собой процесс периодического изменения ам�
плитуд токов и напряжений вынужденных колеба�
ний без воздействия внешнего модулирующего
фактора. Самомодуляция в электрических цепях со
сталью – сложный колебательный процесс, в кото�
ром обратные связи часто действуют по весьма
тонко замаскированным каналам. Автомодуляци�
онная система с насыщением магнитопроводов от�
носится к внутренней обратной связи, этим она от�
личается от внешней обратной связи, например в
магнитосвязанных катушках.

В процессе автомодуляции магнитный сердеч�
ник из�за нелинейности своей характеристики час�
тично трансформирует энергию частоты источника
питания схемы в энергию частоты автоколебаний.
Последняя пропорциональна %H dB0 0, где H0 и B0
– медленно меняющиеся средние значения напря�
женности магнитного поля и магнитной индукции
в сердечнике. Передача сердечником энергии час�
тоты автомодуляции в цепи потребителя может
иметь место тогда, когда между H0 и B0 существует
петлевая связь. Важно отметить, что такая связь
возникает в двух принципиально различных режи�
мах работы. В первом переменное напряжение час�
тоты питания периодически изменяется по ампли�
туде, во втором оно практически неизменно по ам�
плитуде.

Основной причиной, приводящей к образова�
нию петлевой связи между H0 и B0 в первом режи�
ме, чаще всего является петлевая связь между мед�
ленно изменяющейся амплитудой переменной со�
ставляющей магнитной индукции B и медленно
меняющимся средним значением магнитной ин�
дукции B0. Петлевая связь между В и B0 наиболее
ярко выражена в феррорезонансных схемах.

Во втором режиме амплитудная или амплитуд�
но�фазовая модуляция чаще всего способствует об�
разованию петлевой связи, которая обычно ис�
пользуется в делителях, умножителях и преобразо�
вателях частоты. Огибающая колебаний в ферроре�
зонансных схемах по форме обычно близка к тра�
пеции, но в некоторых случаях может иметь почти
пилообразный вид.

Для получения связей между различными вели�
чинами в электрических цепях со сталью необходи�
мо выразить кривую намагничивания аналитически
через гиперболический синус:

H B=a bsh . (1)

Это уравнение достаточно хорошо описывает
кривую намагничивания и в то же время весьма
удобно для расчетов. Под H и B понимаются мгно�
венные значения напряженности поля и индукции,
a и b – численные коэффициенты.

На рис. 1 представлена эквивалентная схема,
состоящая из линейного сопротивления, каким яв�
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ляется распределенная емкость между контактной
сетью переменного тока и линией продольного
электроснабжения (ДПР), и нелинейного сопро�
тивления, т.е. трансформатора (КТП), подключен�
ного к линии продольного электроснабжения [3,
5]. Пусть на схему подается переменное напряже�
ние с частотой f, в нашем случае 50 Гц. Предполо�
жим, что сердечник трансформатора имеет идеали�
зированную кривую намагничивания с пренебре�
жимо малым углом наклона пологих участков и
пренебрежимо узкую петлю гистерезиса (рис. 2).
Для упрощения пренебрежем активным сопротив�
лением обмотки трансформатора.

Если напряжение на входе схемы таково, что
трансформатор периодически насыщается, то при
заданных условиях он будет поддерживать на своих
зажимах неизменное по значению среднее за полу�
период напряжение:

U
d

dt
w S

dB

daL L L= =
y

w , (2)

где y – мгновенное значение потока сцепления
трансформатора L; w SL L – число витков и сече�
ние сердечника трансформатора; w p=2 f – угловая
частота источника питания схемы; В – мгновенное
значение индукции трансформатора; a t=w .

Приращение индукции трансформатора за по�
лупериод получаем, интегрируя (2):

DB

w S u daL L L

=

ò

1

0
w
p

. (3)

Таким образом, приращение становится про�
порционально площади, ограниченной кривой на�
пряжения на трансформаторе и осью времени. Со�
гласно принятому условию трансформатор L пе�
риодически насыщается, поэтому

DB Bs= =2 const, (4)

где Bs – индукция насыщения сердечника транс�
форматора, которая в рассматриваемом нами слу�
чае равна остаточной индукции Br .

Следовательно, указанная площадь зависит
только от постоянных параметров трансформатора
и частоты источника питания.

Так как среднее за полупериод значение напря�
жения на трансформаторе

U u daL Lcp= ò1

0p

p
, (5)

то с учетом (3) и (4)

U w S BL L L scp const= =
2

p
w . (6)

Инерционность схемы при всякого рода изме�
нениях входного напряжения или нагрузки прояв�
ляется только как процесс установления новой
формы кривой напряжения uL a( ) .

Из сказанного следует, что схема стабилизирует
средний за полупериод уровень переменного на�
пряжения. Основным элементом, обеспечивающим
стабилизацию, является ферромагнитный магнито�
провод трансформатора.

Проанализируем работу в режиме холостого
хода, сохранив все принятые допущения, а также
принятую систему относительных единиц:

кривая намагничивания насыщающего сердеч�
ника аппроксимируется тремя прямыми с малым
углом наклона пологих участков (B Br s= ) и верти�
кальным участком, совпадающим c осью индукции
В (рис. 2);

не учитываются потери в емкости, а также со�
противления цепи питания и других элементов за
исключением сопротивления r обмотки трансфор�
матора, а потери в магнитной системе трансформа�
тора рассматриваются как часть нагрузки;

питание происходит от источника синусоидаль�
ного напряжения

u U m= +sin( )a y . (7)

Пусть трансформатор уже вступил в квазиста�
ционарный режим. Переходной процесс при нена�
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Рис. 1. Эквивалентная схема замещения контактной сети пере�
менного и линии продольного электроснабжения (ДПР)
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Рис. 2. Кривая намагничивания сердечника трансформатора



сыщенном состоянии трансформатора описывается
уравнением

u u uL c= + . (8)

Из условия симметрии кривой напряжения
u ac ( ) относительно оси времени, а также с учетом,
что значение динамической индуктивности транс�
форматора при этом бесконечно велико и емкость
не может разряжаться на трансформатор, имеем:

u a u Uc c c( ) ( )=- + =a p , (9)

т.е. значение U c в промежутках между перезаряда�
ми емкости не зависит от a.

Из (7)–(9)

u U UL m c= + -sin( )a y x.x , (10)

где yx.x – угол насыщения при холостом ходе.
Пренебрегая продолжительностью переходного

процесса при насыщенном трансформаторе, соста�
вим условия для определения постоянныхU c и yx.x :

при a=0
u uL L( )0 1= ; (11)

a p=
u uL L( )p = 2 ; (12)

u d B w S UL s L L sa w
p

0
2 2ò =- =- , (13)

где U s – напряжение насыщения трансформатора.
Согласно (13)U s численно равно амплитуде такого
синусоидального напряжения, которое, будучи
приложенным к обмотке трансформатора, создает
в нем индукцию с амплитудой, равной индукции
насыщения Bs ;
в относительных единицах

u dL a
p

0
2ò =- . (14)

Знак минус перед правой частью (13) и (14)
учитывает полярность значения uL .
Из (10) и условий (11) и (12) находим:

U U
n

nm csiny x.x =
-
+
1

1
, (15)

где

n
u

u
L

L
= 2

1
. (16)

Из (10) и (14) после интегрирования получаем:

U Um ccosy
p

x.x = -
2

1. (17)

Полагая

b
px.x arctg=

-
+

æ
è
ç ö

ø
÷2 1

1

n

n
(18)

и решая совместно (15) и (17), находим:

U
U

c
m=

+ + + -

+

2 1 1 1 1

1

2 2

2p
b

b

( )( )tg

tg

x.x

x.x

(19)

и

y
b

bx.x
x.x

x.x=
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+arcsin

sin

U m
. (20)

Критическим назовем такое значение U m , при
котором подкоренное выражение в (19) обращается
в нуль:

U
n

n

mкр x.x=
+
-

æ
è
ç ö

ø
÷ +

=
1

2

1

1
1

2p
bsin . (21)

ПриU Um m< кр в выражении дляU c появляется

мнимая часть, что физически соответствует выходу

из режима насыщения и прекращению режима ста�

билизации. Физический смысл этого явления за�

ключается в том, что при уменьшении входного

напряжения ниже критического значения источник

питания не может обеспечить устойчивых периоди�

ческих перезарядов емкости через насыщенный

магнитопровод трансформатора, в результате ква�

зистационарный режим прекращается.
Используя критическое значение напряжения,

преобразуем (20):

y bx.x
кр

x.x= +arcsin
U

U

m

m
. (22)

Действующие значения напряжения на транс�
форматоре вычислим как среднее квадратичное за
полупериод. После интегрирования и ряда преоб�
разований получим:

U U U UL m c c= - +
1

2

42 2
p

, (23)

где U c определяется по (19).
Рассмотрим переходной процесс в схеме на

рис. 1, протекающий после насыщения магнито�

провода [2]. Так как его продолжительность мала

по сравнению с полупериодом напряжения пита�

ния, допустимо пренебречь небольшим изменени�

ем этого напряжения и считать, что в данный отре�

зок времени к зажимам контура LrC приложена по�

стоянная ЭДС, равная U m sinyx.x . В этом случае
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при условии
1

2

2

LC

r

L
>
æ
è
ç ö

ø
÷ , которое в реальных усло�

виях выполняется, для мгновенных значений тока

и напряжений на трансформаторе и емкости име�

ем:

i
U U

L
ec m bt=

+
+-sin

sin( )
y

w
a px.x

0
0 ; (24)

u
U U

x
e xL

c m bt=
+

--sin

sin
sin( )

y
ax.x
0 ; (25)

u
U U

x
e x Uc

c m bt
m=

+
+ --sin

sin
sin( ) sin

y
a yx.x

x.x0 ,

(26)
где a w0 0= t;

sin x
b

=
+

w

w

0

2
0
2
; (27)

b r L= /2 ; w
p

w0
0

2 22
= = -

T
bp ; w p LC

=
1
; T0 – пери�

од собственных колебаний контура.
Cогласно (11) и (12), используя (26), находим:

n
u

u
e eL

L

b
b

T

= = =2

1

20
0

w
p

, (28)

где lnn – половина логарифмического декремента
колебания контура LrC при насыщенном состоя�
нии магнитопровода и полностью определяется по�
стоянными параметрами контура:

lnn
L

Cr

=
-

p
4

1
2

.

Следовательно, параметр n характеризует свой�
ства контура LrC при насыщении магнитопровода
трансформатора.
Энергия, выделяемая в трансформаторе при пе�

резаряде емкости,

W i rdx.x = ò1
0

2
0

0w
a

p
. (29)

Подставим в (29) значение тока из (24) и после
интегрирования и преобразований получим:

W
CU u

n CU U
s L

s cx.x x.xtg= - =
2 2

2 2 20

2
1

( )
( ) p b . (30)

Активную мощность трансформатора при холо�
стом ходе найдем из (30) как отношение энергии к
полупериоду напряжения питания:

P fW CfU u nL s Lx.x x.x= = -2 0 12 2 2( )( ). (31)

Используя (20) и (31), выразим действующее
значение тока холостого хода:

I
P

r
U u

Cf

r
n

L
s Lx.x

x.x= = - =( )2 1

=U U
C

rs c
w

btg x.x . (32)

Принимая во внимание, что r L
n

n
p=

+
2

2 2
w

p

ln

ln
,

получаем:

I U U C
n

n

n

ns c
p

x.x=
- +

+

ww

p
p1

1

2 2

ln

ln
. (33)

Подставляя в (33) два крайних значения пара�
метра n (n=1 и n=2), убеждаемся, что ток холостого
хода практически не зависит от r и может быть вы�
ражен простым соотношением, получаемым из (33)
при n=1:

I U U C
U U C

s c
s c

x.x= =
ww w

w
w

0

0

2
2

. (34)

До вступления в режим насыщения трансфор�
матор обладает очень большой индуктивностью,
поэтому в указанном случае

U UL = . (35)

Рассмотрим наиболее простой и часто встре�
чающийся случай, учитывая специфику работы
трансформатора на активную нагрузку. При сину�
соидальном напряжении питания и ненасыщенном
состоянии магнитопровода справедливо дифферен�
циальное уравнение:

du

da r C
u

U

r C
ac

c
m+ = +

1

н нw w
ysin( ). (36)

Решение имеет вид:

u Ae Uc
a

m= + + + -
æ
è
ç ö

ø
÷- tgj j a y j

p
2

sin sin ; (37)

j
w

= =arctg arctg
н н

1

r C

x

r
c ; (38)

А – постоянная интегрирования.

Из (6) и (7) находим:

( )u Ae UL
a

m=- + + +- tgj j a y jcos sin ; (39)
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i
i r

U
u

s
Lн

н н= = . (40)

В реальных условиях r rн >> , поэтому параметр
n можно считать не зависящим от нагрузки.
По�прежнему пренебрегая продолжительностью
переходного процесса при насыщенном трансфор�
маторе, из (11), (12) и (39) находим:

A
e

n
U am

1-
= + +

-p j
j y j

tg

+1
cos sin( ). (41)

Из (14) и уравнения (39)

A
e

U m
1

2
1

-
- = +

-p j

j
j y j

tg

tg
cos cos( ). (42)

Вводя обозначения:

K
e

=
- -1

2

p j

j

tg

tg
; (43)

m U m= cosj; (44)

N
n e

n
=

- -p jtg

+1
(45)

и решая совместно (41) и (42) относительно посто�
янных y и А, имеем:

y
b

b j=
æ
è
ç ö

ø
÷+ -arcsin

sin

m
; (46)

A
m

K
=

+ + + -

+

1 1 1 1

1

2 2

2

( )( )

(

tg

tg

b

b)
; (47)

b=arctg
N

K
. (48)

Критическое значение U m находим из (47),
приравняв нулю подкоренное выражение. Учиты�
вая (44), определяем:

U
N

N K
mкр=

+
=

1

2 2cos

sin

cosj
b
j
. (49)

На рис. 3 представлены осциллограммы напря�
жения и тока, снятые на реальном эксперимен�
тальном трансформаторе в лабораторных условиях,
имеющем такую же электрическую схему.

Если сравнить осциллограммы напряжений на
индуктивном элементе uL (рис. 3) и на фазе с, свя�
занной с землей�рельс (рис. 1), то нетрудно заме�
тить, что формы напряжений абсолютно идентич�
ны. Такая форма кривой напряжения наблюдается
у однофазных трансформаторов ОМ и ЗНОМ, под�
ключенных к линиям продольного электроснабже�

ния. Однако формы напряжений на других фазах а
и b, питающихся от проводов линий электроснаб�
жения, несколько отличаются от расчетных и полу�
ченных на экспериментальном макете, так как ос�
циллограмма снята на трехфазном КТП.

Исследование наведенного напряжения в линии
продольного электроснабжения (ДПР) показывает,
что возникает необходимость перехода на высоко�
вольтную проводную систему продольного элек�
троснабжения, совместимую с электромагнитным
полем контактной сети электрических железных
дорог, электрифицированных на переменном токе,
для того чтобы исключить аварийные ситуации [6].
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Studying the Voltage Induced in a Two�Wire�Rail Line
SEMENOVA Yelena Yu. (Russian University of Transport, Moscow, Russia) – Assоciate Professor of

Electroenergetics Transport Dept., Cand. Sci. (Eng.)

The processes arising during interaction between an AC contact system and two�wire�rail (TWR) lines
are considered. The use of TWR lines in the longitudinal power supply system is stemming from two factors:
the need to provide power supply for both railway and non�railway consumers situated along the railway or
at a short distance from it, and achieving the maximum saving of financial resources for equipment and
maintenance of the lines. The operation of a transformer connected to a TWR line is considered in detail.
The losses in the transformer magnetic system and the transient occurring after the transformer magnetic
core becomes saturated are studied. The theoretical curves of instantaneous voltage values on the elements
of the considered electric circuits calculated from the formulas coincide with the obtained oscillograms of
the same parameters recorded on a real transformer having the same electric circuit.

K e y w o r d s : contact electric system, longitudinal power supply, sinusoidal voltage, ferromagnetic
transformer core, transformer core saturation induction, transient
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