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Схем но-ал геб раи че ский рас чет ус та но вив ших ся ре жи мов
элек три че ских се тей

КУР ГА НОВ С.А., ФИ ЛА РЕ ТОВ В.В.
УГТУ, Уль я нов ск, Россия

О рас че те ус та но вив ших ся ре жи мов элек три че -
ских се тей. При ре ше нии не ли ней ных урав не ний
для уз ло вых на пря же ний элек три че ских се тей с по -
сто ян ной мощ но стью в уз лах ис поль зу ют ся чис -
лен ные ме то ды с бы ст рой схо ди мо стью (ме тод
Нью то на—Раф со на, его мо ди фи ка ции [1, 2], ме тод
мат ри цы уз ло вых со про тив ле ний [2, 3]). В ходе
ите ра ций или при по втор ном рас че те со от вет ст -
вую щие урав не ния мно го крат но фор ми ру ют ся и
ре ша ют ся. 

В то же вре мя для мно го ва ри ант но го ана ли за
ли ней ных элек трон ных це пей не ред ко ис поль зу ют -
ся сим воль но-чис лен ные пе ре да точ ные функ ции, в 
ко то рых варь и руе мые па ра мет ры за да ют ся сим во -
ла ми, а ос таль ные па ра мет ры – чис лен ны ми зна че -
ния ми [4]. Та кие функ ции по лу ча ют ся од но крат но, 
а при ме ня ют ся мно го крат но при раз лич ных па ра -
мет рах эле мен тов, что умень ша ет вы чис ли тель ные
за тра ты. Ис поль зо ва ние сим воль ных вы чис ле ний
тем бо лее пред поч ти тель но при ана ли зе элек три че -
ских се тей, ко то рые от ли ча ют ся раз ре жен ной
струк ту рой [5], что умень ша ет слож ность вы ра же -
ний. 

При ите ра ци он ном рас че те элек три че ских се тей 
мат ри ца уз ло вых со про тив ле ний Z фор ми ру ет ся че -
рез сим воль ную мат ри цу C ко эф фи ци ен тов рас пре -
де ле ния уз ло вых то ков [3]. Эле мен ты мат ри цы C
на хо дят ся  в раз вер ну том виде по ал го рит му [6],
тре бую ще му по ис ка де ревь ев элек три че ской сети,
хотя фор му лы ре кур сив но го вы де ле ния про во ди мо -

стей и со про тив ле ний для по лу че ния свер ну тых
вы ра же ний оп ре де ли те лей [7, 8] из ло же ны в из -
вест ном учеб ни ке по тео ре ти че ским ос но вам элек -
тро тех ни ки [9]. 

Для де ся ти уз ло вой элек три че ской сети [3] раз -
вер ну тый зна ме на тель то ко вых ко эф фи ци ен тов C,
как по ка за но ниже, со дер жит 6673 сла гае мых, яв -
ляю щих ся про из ве де ния ми про во ди мо стей де ревь -
ев, т.е. тре бу ет ся 46711 ум но же ний и 6672 сло же -
ния. Од на ко в оп ти маль ном вы ра же нии по ме то ду
схем ных оп ре де ли те лей (МСО) [10–12] с ис поль зо -
ва ни ем фор мул вы де ле ния па ра мет ров из [7, 8]
чис ло опе ра ций со кра ща ет ся до 43 и 67 со от вет ст -
вен но. 

Раз вер ну тые вы ра же ния мож но при вес ти к вло -
жен ной фор ме с по мощью сис тем ана ли ти че ских
вы чис ле ний [13, 14]. Сфор ми ро ван ные вы ра же ния
от ли ча ют ся су ще ст вен но мень шей слож но стью по
срав не нию с раз вер ну ты ми вы ра же ния ми, но мно -
го крат но пре вы ша ют в чис ле опе ра ций вы ра же ния, 
по лу чен ные по МСО [10]. Так, свер ты ва ние того
же оп ре де ли те ля де ся ти уз ло вой сети [3] с по мощью 
сис тем Maple [13] или Mathematica [14] умень ша ет
чис ло ум но же ний и сло же ний до 483 и 1481 или
25715 и 5523 со от вет ст вен но, что в луч шем слу чае в 
10 и 20 раз боль ше оп ти маль ных зна че ний. 

В на стоя щей ра бо те пред ла га ет ся рас счи ты вать
ус та но вив ший ся ре жим элек три че ских се тей на ос -
но ве ком пакт ных сим воль но-чис лен ных  фор мул
уз ло вых на пря же ний, фор ми руе мых по МСО.

В ите ра ци он ных ал го рит мах рас че та ус та но вив ших ся ре жи мов элек три че ских се тей пе ре мен -
но го тока пред ла га ет ся ис поль зо вать ком пакт ные сим воль но-чис лен ные функ ции уз ло вых на пря -
же ний, фор ми руе мые ме то дом схем ных оп ре де ли те лей од но крат но. Эти функ ции за счет ал геб -
раи че ской сверт ки име ют мно го крат но мень шую слож ность, чем раз вер ну тые вы ра же ния, по лу -
чае мые ме то дом де ревь ев. Та кие функ ции на хо дят ся по схем но-ал геб раи че ским фор му лам в виде
от но ше ния схем ных оп ре де ли те лей пу тем вы де ле ния па ра мет ров. В пер вую оче редь вы де ля ют ся
про во ди мо сти (со про тив ле ния), со став лен ные из боль ше го чис ла па рал лель ных (по сле до ва тель ных)
вет вей и ин ци дент ные уз лам с ми ни маль ной (мак си маль ной) сте пе нью. Ис ход ная и про из вод ные
схе мы ре кур сив но де лят ся на близ кие по слож но сти час ти. По ка за но, что из вест ные ком пь ю тер -
ные сис те мы для ана ли ти че ских вы чис ле ний не учи ты ва ют осо бен но стей элек три че ских це пей, не
обес пе чи вая ком пакт ной сверт ки.

К л ю ч е в ы е  с л о в а:  элек три че ская сеть, ус та но вив ший ся ре жим, сим воль но-чис лен ные
функ ции, схем но-ал геб раи че ский ме тод, ите ра ци он ный рас чет



Ос но вы ме то да схем ных оп ре де ли те лей [10–12].
Схем ным оп ре де ли те лем (СО) на зы ва ет ся сим воль -
ное вы ра же ние, то ж де ст вен ное оп ре де ли те лю мат -
ри цы па ра мет ров, со став лен ной по за ко нам Кирх -
го фа, но не со дер жа щее из бы точ ных пар сла гае мых 
с про ти во по лож ны ми зна ка ми. Обо зна ча ет ся СО,
как и мат рич ный оп ре де ли тель, сим во лом D или
па рой вер ти каль ных ли ний, ме ж ду ко то ры ми изо -
бра жа ет ся схе ма. Сим воль ное вы ра же ние СО по лу -
ча ет ся в ре зуль та те ре кур сив но го при ме не ния фор -
мул вы де ле ния па ра мет ров [7, 8]:

D= D DZ Z
Z+ ;            (1)

D= D DY Y
Y+ ,            (2)

для со про тив ле ния Z и про во ди мо сти Y со от вет ст -
вен но. В (1) и (2) верх ний ин декс оз на ча ет уда ле -
ние из схе мы со от вет ст вую ще го эле мен та, а ниж -
ний – за ме ну на иде аль ный про вод ник. Мно го -
крат ное сжа тие вы ра же ния оп ре де ли те ля обес пе чи -
ва ет ся вы де ле ни ем не от дель ных эле мен тов, а со -
пос та ви мых по слож но сти под схем [10–12].

На пря же ние и ток в цепи на хо дят ся по ана ло -
гии с пра ви лом Кра ме ра в виде от но ше ния оп ре де -
ли те лей схем чис ли те ля DN  и зна ме на те ля DD , ко -
то рое пред став ля ет со бой схем но-ал геб раи че скую
фор му лу (САФ), со дер жа щую од но вре мен но схем -
ные об ра зы и ал геб раи че ские опе ра ции. Схе ма зна -
ме на те ля DD  по лу ча ет ся из ис ход ной схе мы за ме -
ной ис точ ни ка на пря же ния и при ем ни ка тока иде -
аль ны ми про вод ни ка ми или уда ле ни ем ис точ ни ка
тока и при ем ни ка на пря же ния. Схе ма чис ли те ля 
DN  по лу ча ет ся за ме ной ис точ ни ка на пря же ния
(тока) но ра то ром, а при ем ни ка на пря же ния (тока)
– нул ла то ром [11]. Но ра тор и нул ла тор (обо зна ча -
ют ся двой ной и оди нар ной ук руп нен ной стрел кой) 
об ра зу ют нул лор – иде аль ный опе ра ци он ный уси -
ли тель. На пря же ние и ток на нул ла то ре ну ле вые, а
на но ра то ре про из воль ные и за ви сят от схе мы. 

Ре кур сив ное при ме не ние фор мул вы де ле ния (1) 
и (2), де ле ния схе мы на две час ти (би сек ции) [12] и 
эк ви ва лент ных уп ро ще ний [11] при во дит САФ к
ал геб раи че ско му вы ра же нию. В пер вую оче редь
сле ду ет вы де лять про во ди мо сти (со про тив ле ния),
ин ци дент ные уз лам с ми ни маль ной (мак си маль -
ной) сте пе нью и имею щие наи боль шую крат ность
– чис ло па рал лель ных или по сле до ва тель ных вет -
вей. Ис ход ная схе ма и про из вод ные от нее схе мы
де лят ся на близ кие по слож но сти час ти [10, 12]. 

Схем но-ал геб раи че ская функ ция для ко эф фи ци -
ен тов C рас пре де ле ния уз ло вых то ков. Элек три че -
ская сеть (рис. 1,а) с ком плекс ны ми со про тив ле -
ния ми и про во ди мо стя ми со дер жит ге не ра тор ЭДС 
E, ге не ра тор ные и на гру зоч ные узлы с ис точ ни ка -

ми тока  J1 ,J 2 ,…,J k ,…,J l ,…,J n . Тре бу ет ся най ти
сим воль ный ко эф фи ци ент C sa  пе ре да чи тока от ис -
точ ни ка J a  к со про тив ле нию Z s .

Ис ко мая САФ име ет вид

где × – оп ре де ли тель со от вет ст вую щей схе мы.
Схе ма чис ли те ля CАФ (3) по лу че на из ис ход ной 

схе мы пу тем за ме ны ис точ ни ка тока J a  но ра то -
ром, а при ем ни ка тока  I s  – нул ла то ром. Па ра мет -
ры ос таль ных ис точ ни ков тока и ЭДС при рав не ны
к нулю. Схе ма зна ме на те ля по лу че на так же из ис -
ход ной схе мы пу тем при рав ни ва ния к нулю па ра -
мет ров всех ис точ ни ков, при этом со про тив ле ние 
Z s , по сле до ва тель ное с нул ла то ром, за ме не но про -
вод ни ком. Сим воль ное вы ра же ние C sa  фор ми ру ет -
ся ре кур сив ным вы де ле ни ем по МСО па ра мет ров
из САФ (3). 

Рас чет то ко вых ко эф фи ци ен тов C для пя ти уз ло -
вой сети (рис. 1,б [3]). Ко эф фи ци ент пе ре да чи тока 
от ис точ ни ка J1  к про во ди мо сти Y1  на хо дит ся в со -
от вет ст вии с САФ (3) по фор му ле
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Рис. 1. Об щий вид элек три че ской сети (а); пя ти уз ло вая сеть (б)

Fig. 1. General view of the electrical network (a); five-node network
(b)

(3)

(4)



Cимвольный ко эф фи ци ент C11  по лу ча ет ся с по -
мощью раз ло же ния оп ре де ли те лей (4) по МСО. В
чис ли те ле за ме ним про вод ни ком (с вы де ле ни ем
про во ди мо сти Y1  с про ти во по лож ным зна ком) па -
рал лель ное встреч ное со еди не ние но ра то ра и нул -
ла то ра, а па рал лель ное со еди не ние про во ди мо стей 
Y2  и Y3  – сум мар ной про во ди мо стью (Y Y2 3+ ). В
зна ме на те ле фор му лы (4) раз де лим оп ре де ли тель
по двум уз лам:

Пер вый и тре тий оп ре де ли те ли в фор му ле (5)
сов па да ют по струк ту ре и на хо дят ся пу тем вы де ле -
ния про во ди мо стей (Y Y2 3+ ) и Y3  со от вет ст вен но.
Вто рой оп ре де ли тель ра вен сум ме па рал лель ных
про во ди мо стей  (Y Y1 2+ ), чет вер тый – про из ве де -
нию Y Y1 2  и пя тый – про из ве де нию 1 4 5× +( )Y Y  (де ле -
ние по узлу):

C Y Y Y Y Y Y Y11 1 2 3 4 5 4 5=- + + +[( )( ) ]/

/{( )[ ( ) ] ( )}Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y1 2 3 4 5 4 5 1 2 4 5+ + + + + .(6)

Ко эф фи ци ент C11  ра вен со от вет ст вую ще му вы -
ра же нию в [3], но по лу чен без тру до ем ко го по ис ка
де ревь ев и в свер ну той ком пакт ной фор ме. Ана ло -
гич но на хо дят ся ос таль ные ко эф фи ци ен ты. 

При рас че те слож ных элек три че ских се тей сле -
ду ет при ме нять про грам му сим воль но го ана ли за
элек трон ных це пей CirSym, раз ра бо тан ную
В.В. Фи ла ре то вым [12]. Он лайн-сер вис про грам мы
име ет ся на сай те http://intersyn.net/cirsym.html. С
по мощью про грам мы CirSym по лу че ны сим воль ные 
ко эф фи ци ен ты рас пре де ле ния тока для элек три че -
ской сети на рис. 2 [3]. При ве дем вы ра же ние для
од но го из ко эф фи ци ен тов:

C I J y y y y y y yc c11 1 1 1 7 3 11 5 4 2= =- + + + +/ ((( ) ((

+ + + + + + +y y y y y y y y yc c c2 6 9 6 2 2 7 3 4) ( ) (( )( )

+ + + + + + +y y y y y y y y yc c c c4 7 3 9 6 6 7 3 8( ))( )) (( )(

+ + + + + +y y y y y y y y yc c c11 11 8 4 2 2 6 9 6) )(( ) ( )

+ + + + + + + ´(( )( ) ( ) )y y y y y y y y yc c c7 3 5 4 2 2 2 2 4

´ + + + + + +( )))(( )( ) )y y y y y y y y yc c c c9 6 6 5 10 8 4 4 8

+ + + + + +y y y y y y y y y yc c7 7 3 11 5 4 2 2 6 9(( ) (( ) ( .

+ + + + + + +y y y y y y y y yc c c c c6 2 2 4 3 3 4 9 6) (( )( ) )(

+ + + + + + +y y y y y y y y yc c c c6 7 3 8 11 11 8 4 2)) (( )( ) )((

+ + + + + + ´y y y y y y y y y yc c c c2 6 9 6 2 2 4 3 3 4) ( ) (( )( ) )

´ + + + + + + ´( )) (( )( ) )y y y y y y y y yc c c c9 6 6 7 3 8 11 11 8

´ + + + + + + + +(( ) ( ) (( )( )y y y y y y y y y y yc c c c4 2 2 6 9 6 2 2 5 3 4

+ + + + + +y y y y y y y y yc c c4 5 3 9 6 6 8 5 10( ))( )))( ))/

/[(( ) (( )( )y y y y y y y y yc c c8 5 11 3 1 1 4 2 2+ + + + + +

+ + + + + + ´y y y y y y y y yc c c c2 4 2 8 5 7 11 11 7( )) (( )( ) )

´ + + + + + + ´(( )( ) ( )))y y y y y y y y yc c c3 1 1 4 2 2 2 4 2

´ + + + + + +(( ) (( )( ) )y y y y y y y y y yc c c c9 6 6 7 5 10 8 4 4 8

+ + + + + +(( )( ) )(( )(y y y y y y y y yc c c c9 6 6 3 3 6 5 10 8

+ + + + + + +y y y y y y y yc c c c7 4 7 4 8 1 1 8) ( ) )) ((( )((

+ + + + + + +y y y y y y y yc c c2 2 7 3 11 11 7 3)( ) ( ))

+ + + + + +( )(( )( ) )y y y y y y y yc c c c3 2 8 2 7 11 11 7

+ + + + + ´y y y y y y y y y yc c c c2 3 8 2 7 4 5 8 11 3( )) (( )

´ + + + + + +(( )( ) ) ( ( )y y y y y y y y yc c c c c1 1 2 2 2 2 11 8 7

+ + + + + ´y y y y y y y y yc c c c c7 8 3 1 1 2 2 2 2)(( )( ) ))

´ + + + + + +( ))( )(( )(y y y y y y y y yc c5 4 9 6 6 5 10 8 7

y y y yc c4 7 4 8) ( ) )]+ + .                  (7)

Чис ли тель то ко во го ко эф фи ци ен та C11  в фор -
му ле (7) со дер жит 61 и 36  ад ди тив ных (±) и муль -
ти п ли ка тив ных (*) опе ра ций (стро ки 3, 4 и стол бец 
4 в табл. 1), а чис ли тель C11  по ме то ду де ревь ев [3]
– 2063 и 14448 со от вет ст вую щих опе ра ций (стро ки
3, 4 и стол бец 3 в табл. 1), что в 30 и 400 раз боль -
ше, чем в фор му ле (7). В сред нем для чис ли те лей
то ко вых ко эф фи ци ен тов чис ло ад ди тив ных и муль -
ти п ли ка тив ных опе ра ций по ме то ду де ревь ев в 20 и 
170 раз боль ше, чем по МСО (табл. 1).

Схем но-ал геб раи че ская функ ция для фор ми ро ва -
ния сим воль ных вы ра же ний уз ло вых на пря же ний
элек три че ских се тей. Функ ции уз ло вых на пря же ний 
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(5)

Рис. 2. Схе ма за ме ще ния 10-уз ло вой элек три че ской сети

Fig. 2. Equivalent circuit of a 10-node electrical network



мо гут быть по лу че ны пу тем пе ре мно же ния мат риц: 
ко эф фи ци ен тов C рас пре де ле ния уз ло вых то ков,
со про тив ле ний вет вей схе мы, транс по ни ро ван ной
мат ри цы Cт и век то ра уз ло вых то ков [3]. Ниже
пред ла га ет ся про стое ре ше ние.

Рас смот рим элек три че скую сеть на рис. 1,а. На -
пря же ние узла k име ет вид: 

U
A E

D
E Z Jk kl l

l

n
= = + =

=
å( , )

( )
( )

Z, Y, J

Z, Y
Z, Y

1

= + =
å

E

N J

D

kl l
l

n
( )

( )
,

Z, Y

Z, Y
1    (8),(9),(10)

где A E( , )Z,Y,J , D( )Z,Y  – ра цио наль ные вы ра же ния
от па ра мет ров эле мен тов сети; Z, Y, J – век то ры
со про тив ле ний, про во ди мо стей и то ков ис точ ни -
ков; n – чис ло уз лов с ге не ра тор ны ми и на гру зоч -
ны ми то ка ми; Z kl ( )Z,Y  – эле мент мат ри цы уз ло -
вых со про тив ле ний – дроб но-ра цио наль ная функ -
ция от па ра мет ров эле мен тов сети; N kl ( )Z,Y  – чис -
ли тель для со про тив ле ния Z kl .

САФ пе ре да точ но го со про тив ле ния в со от вет ст -

вии с МСО: 
Чис ли тель САФ (11) по лу чен из схе мы на

рис. 1,а за ме ной при ем ни ка на пря же ния U k  нул ла -
то ром, а ис точ ни ка тока J l  – но ра то ром про ти во -
по лож но го на прав ле ния. Токи ос таль ных ис точ ни -
ков рав ны нулю. Схе ма зна ме на те ля по лу че на об -
ну ле ни ем всех ис точ ни ков на рис. 1,а. 

Уз ло вое на пря же ние мо жет быть сфор ми ро ва но 
на ос но ве прин ци па на ло же ния (9) и САФ (11), но
бо лее ком пакт ное вы ра же ние по лу ча ет ся, если ис -
поль зо вать САФ, в ко то рой не за ви си мые ис точ ни -
ки за ме не ны мно го мер ным ис точ ни ком, управ ляе -
мым нул ла то ром [12].  При этом САФ для на пря -
же ния k-го узла (рис. 1,а) по лу ча ет ся в виде от но -
ше ния двух схем ных оп ре де ли те лей:

где па ра мет ры управ ляе мых ис точ ни ков тока и на -
пря же ния сов па да ют с па ра мет ра ми не за ви си мых
ис точ ни ков. Сим воль ные вы ра же ния на пря же ний
из САФ (11) или (12) по лу ча ют ся ана ло гич но ко -
эф фи ци ен там C sa  по САФ (3). 

Сим воль но-чис лен ные вы ра же ния оп ре де ля ют ся
так же по (9), (11) или (12) пер во оче ред ным вы де -
ле ни ем варь и руе мых па ра мет ров. При n варь и руе -
мых со про тив ле ни ях оп ре де ли тель в (8) или (10)
име ет вид:

D Z Z Zn
Z Z Z

Z

Z Z Zn
n

n= + +-
1 2

1 2 1 2 1( ...( ) ...
, ,..., , ,...,

D D

... ) ( ...(, ,...,
, ,...,+ + +D DZ Z Z

Z
n

Z Z Z

n
nZ Z Z

2 3

1 1 2
2 3

+ + + +-D DZ

Z Z Z

Z Z Z

Z

n

n

n

1 2 1

2 3

1, ,...,

, ,...,) ... ) ...

...+ +
-

Zn Z Z Z
Z

Z Z Zn

n

n
D D

1 2 1 1 2, ,..., , ,...,
,   (13)

где верх ний и ниж ний ин дек сы при D оз на ча ют,
что в час тич ном оп ре де ли те ле со про тив ле ние уда -
ле но и за ме не но про вод ни ком. Оп ре де ли те ли на хо -
дят ся чис лен но, а варь и руе мые со про тив ле ния и
уз ло вые токи ос та ют ся сим во ла ми.   

При мер фор ми ро ва ния сим воль но-чис лен ных
функ ций на пря же ний (рис. 1,б). Па ра мет ры ли ний
за да ны со про тив ле ния ми (Ом): Z2 = 6,8 + j16,24;
Z3 = 13,5 + j21; Z4 =16,2 + j25,2; Z5 = 24,3 + j37,8
[3], ЭДС ис точ ни ка E=115 кВ. Най ти уз ло вые на -
пря же ния в виде функ ций от уз ло вых то ков и со -
про тив ле ния Z1 .  

На пря же ние U 1  оп ред ле ля ет ся по САФ вида
(12):

= + + + + + +E Z Z Z Z Z Z Z ZZ J1 2 3 4 5 2 3 1 2 3[(( )( ) (

+ + + + + +Z Z Z Z Z Z4 5 2 2 3 4 5) ( ( )J

+Z Z D3 5 3) ]/J ,         (14)

где D Z Z Z Z Z Z Z Z Z= + + + + + +Z1 3 4 5 2 3 4 5 2 3( ) ( )( ) . 
В (14) САФ рас кры та по МСО ана ло гич но САФ 

(4) для ко эф фи ци ен та C11 , при этом в со от вет ст вии 
с (13) в пер вую оче редь вы де ле но со про тив ле ние 
Z1 . Варь и руе мый па ра метр Z1 , как и пе ре мен ные 
J 1 , J 2 , J 3, за пи сан по лу жир ным шриф том. На -
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,       
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n+1
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n+1
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Jk 

1 2 k n 
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=              

U1 = 

Z1 

Z2 

Z3 
Z4 Z5 
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J3 

J1 
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Z3 
Z4 Z5 
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пря же ния уз лов 2 и 3 по лу ча ют ся ана ло гич но и
име ют вид:

U E Z Z Z Z Z Z2 1 3 4 5 1 1 3 4 5= + + + + + + +{ ( ) [ ( )Z J Z

+ + + + + +Z Z Z Z Z Z Z Z Z D3 4 5 2 1 3 4 5 3 4 3 2( )] [ ( ) ] } / ;J Z J

U E Z Z Z Z Z Z3 1 3 4 5 2 3 5 1= + + + + +{ [( ) ]Z J

+ + + +[ ( )Z + J1 3 4 5 4 3 2 2Z Z Z Z Z Z]

+ + +[ (( ) (Z +1 3 4 5 2 5 3Z Z Z Z Z Z +Z ))+4
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Таб ли ца 1
Чис ло вы чис ли тель ных опе ра ций в чис ли те лях ко эф фи ци ен тов Ckv  для элек три че ской сети (рис. 2) по

ме то дам де ревь ев (Д) и схем ных оп ре де ли те лей (СО) 
The number of computational operations in the numerators of the coefficients Ckн for the electrical network

(Fig. 2) by the methods of trees (D) and circuit determinants (CO)

k v
Д СО Д СО Д СО Д СО

1 2 3 4

1
±
*

2063 
14448

61
36

775
5432

35
26

263
1848

17
21

98
693

14
20

2
±
*

1287 
9016

40
27

1946
13629

45
31

503
3528

22
21

188
1323

19
16

3
±
*

1256 
8799

36
27

394
2765

32
26

263
1848

17
16

98
693

14
15

4
±
*

511 
3584

31
25

2002
14021

44
30

1175
8232

30
25

440
3087

28
23

5
±
*

284 
1995

29
24

462
3241

34
27

1151
8064

24
17

431
3024

44
36

6
±
*

175
1232

18
21

479
3360

25
21

1263
8848

24
14

473
3318

21
13

7
±
*

164
1155

17
21

449
3150

29
24

1184
8295

23
14

2057
14406

55
36

8
±
*

65
462

17
16

179
1260

20
16

473
3318

21
13

1845
12922

55
35

9
±
*

87
616

17
21

239
1680

24
21

631
4424

23
14

236
1659

20
13

10
±
*

32
231

16
20

89
630

19
16

236
1659

20
13

922
6461

54
35

11
±
*

497
3486

30
24

302
2121

30
25

455
3192

19
15

170
1197

27
21

k v 5 6 7 8

1
±
*

32
231

15
16

87
616

15
21

806
5649

34
25

356
2499

30
25

2
±
*

62
441

18
16

167
1176

19
21

521
3654

32
24

325
2282

31
25

3
±
*

32
231

14
13

87
616

15
16

2039
14280

44
27

751
5264

36
26

4
±
*

146
1029

22
19

391
2744

52
47

332
2331

30
24

486
3409

34
27

5
±
*

143
1008

34
28

383
2688

22
17

772
5411

33
25

2081
14574

44
30

6
±
*

157
1106

18
13

1802
12621

58
39

223
1568

19
15

495
3472

23
21

7
±
*

685
4802

51
35

394
2765

20
14

209
1470

20
16

464
3255

47
41

8
±
*

1608
11263

56
38

157
1106

18
13

83
588

20
16

185
1302

33
28

9
±
*

78
553

17
13

2434
17045

60
39

111
784

18
15

247
1736

22
21

10
±
*

2531
17724

59
38

78
553

17
13

41
294

19
16

92
651

32
28

11
±
*

56
399

18
16

151
1064

17
15

1785
12502

42
27

1764
12355

44
31



+ + +Z Z Z Z Z Z D4 2 3 5 3 5 3( ( ) )] } /J .       (15)

При под ста нов ке в (14) и (15) чис лен ных зна че -
ний для по сто ян ных па ра мет ров по лу ча ют ся сим -
воль но-чис лен ные функ ции на пря же ний (В) от
узловых то ков (A) и варь и руе мо го па ра мет ра Z1  (Ом):

U j1
5

1 1115000 10 1773 210 3149160= × - - +, [( , , )Z J

+ - + -( , , ) ( , , ) ]/996 960 1448160 1462 710 2468 7602 3j j DJ J ;

U j2
5

1 1115000 10 996 960 1448160= × - - +, { ( , , )Z J

+ - + +[ ( , , ) ,Z1 996 960 1448160 32902 7400j
+ + - +j j1039 5000 996 960 14481602 1, ] [ ( , , )J Z
+ +131610960 415 8000 3, , ] }/ ;j DJ

U j3
5

1 1115000 10 1462 710 2468 760= × - - +, { ( , , )Z J

+ - + +[ ( , , ) ,Z1 996 960 1448160 131610960j
+ + - +j j415 8000 2021610 3693 4802 1, ] [ ( , , )J Z
+ -70115 3388 3632 5800 3, , ] } /j DJ ,        (16)

где D j j= + - +Z1 54 0 84 0 1773 210 3149160( , , ) , , .
Схем но-ал геб раи че ский под ход по зво ля ет со -

кра тить чис ло уз ло вых урав не ний пред став ле ни ем
в виде Y-мно го по люс ни ка час ти элек три че ской
сети, в ко торой не оп ре де ля ют ся на пря же ния уз -
лов. Это по зво лит не об ра щать на ка ж дой ите ра -
ции мат ри цу па ра мет ров за ме щаю ще го мно го по -
люс ни ка.

Ва ри ант ал го рит ма рас че та ре жи ма сети на ос но -
ве сим воль но-чис лен ных функ ций на пря же ний. Ал го -
ритм вы пол ня ет ся для ка ж до го со че та ния чис лен -
ных зна че ний варь и руе мых па ра мет ров. 

А.  По лу чить по МСО с по мощью САФ (9), (11) 
или (12) уз ло вые на пря же ния U k  в виде (16). Здесь 
и да лее k n=12, ,...,  (рис. 1,а), при этом токи J k  и

варь и руе мые па ра мет ры долж ны быть в сим воль -
ном виде. 

Б. За дать ну ле вые при бли же ния для на пря же -
ний U

k
v  (ите ра ция v=0). 

В. Рас счи тать токи ис точ ни ков на шаге v v= +1

по фор му ле J S U
k
v

k k
v= * */ , где * – знак со пря жен -

ной ком плекс ной пе ре мен ной.
Г. По лу чить по фор му лам вида (16) уз ло вые на -

пря же ния U
k
v . 

Д. Рас счи тать мощ но сти в уз лах по фор му ле 

S U J
k
v

k
v

k
v= .

E. Если мак си маль ная не вяз ка мощ но сти боль -
ше за дан ной не вяз ки: 

c cm
k n

k k
v

k

S S

S
=

-
>

=
max

,...,1
3, то пе рей ти к п. В.

Рас чет ре жи ма элек три че ской сети по сим воль -
но-чис лен ным функ ци ям на пря же ний (16). В сети на
рис. 1,б па ра мет ры ли ний за да ны со про тив ле ния ми 
в (Ом): Z1=6,6+j19,9; Z2=6,8+j16,24; Z3=13,5+j21;
Z4=16,2+j25,2; Z5=24,3+37,8 [3]; ЭДС E=115 кВ.

Мощ ность в уз лах (MB×A): 
S 1 5= 8,32596564+j21,85563270; S 2 5=- 0,61743821–
–j29,13208384; S 3 2=- 0,04047698–j14,70262114. 
Тре бу ет ся най ти уз ло вые на пря же ния. 

Ну ле вое при бли же ние U E
k
0 = . Дос та точ но 5

ите ра ций (стро ки 2–6 в табл. 2) для по лу че ния зна -
че ний на пря же ний с 5 вер ны ми зна ка ми при по -

греш но сти e<± -10 5U
k

 (в стро ке 7 на пря же ния

даны с 10 вер ны ми зна ка ми).
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Таб ли ца 2
 Ре зуль та ты рас че та на пря же ний в пя ти уз ло вой сети на рис. 1,б

The results of calculating the voltages in the five-node network in Fig. 1,b

№ итерации U 1, В U 2, В U 3 , В Невязка cm

1 1,155584060 ×105 +
+j1817.503871

1,105830860 ×105 –
–j1927,923883

1,099413469 ×105 –
–j1072,863181

0,04496670201

2 1.152140199 ×105 +
+j1782.429478

1,101821309 ×105 –
–j1996,510635

1,093936016 ×105 –
 –j1148,243549

0,502887764 ×10-2

3 1.152078648 ×105 +
+j1785.724435

1,101584258 ×105 –
–j2002,705547

 1,093603385 ×105 –
–j1153,015490

0,307164145 ×10-3

4 1.152066011 ×105 +
+j1785.509911

1,101565463 ×105 –
–j2003,230199

1,093575994 ×105 –
–j1153,607013

0,256226490 ×10-4

5 1.152065499 ×105 +
+j1785.513918

1,101564180 ×105 –
–j2003,257066

1,093574136 ×105 –
–j1153,629209

0,171079786 ×10-5

Напряжения с 10
знаками

1.152065442 ×105 +
+j1785.512736

1,101564079 ×105 –
–j2003,260285

1,093573988 ×105 –
–j1153,632836

0



Схо ди мость ал го рит ма та кая же, как и при ис -
поль зо ва нии чис лен ной мат ри цы Z уз ло вых со про -
тив ле ний, по сколь ку на од но имен ных ите ра ци ях
по лу ча ют ся оди на ко вые зна че ния на пря же ний.
От ли чие со сто ит в спо со бе их по лу че ния – чис -
лен ным или сим воль ным ана ли зом ли ней ных
схем. Схем но-ал геб раи че ский под ход мо жет быть
ис поль зо ван для рас че та не ли ней ных элек три че -
ских це пей и се тей при ли неа ри за ции на ка ж дой
ите ра ции. 

Сим воль ное пред став ле ние по МСО от ли ча ет ся
вы со кой точ но стью за счет ми ни ми за ции опе ра ций 
де ле ния и от сут ст вия вза им но унич то жаю щих ся
сла гае мых, обу слов лен ных из бы точ но стью ото бра -
же ния эле мен тов в мат ри це. При хра не нии в па мя -
ти мат ри цы Z с варь и руе мы ми па ра мет ра ми мо жет
уско рить ся оп ти ми за ция ре жи мов элек три че ских
се тей. Ме тод де ревь ев [3] из-за ком би на тор но го
уве ли че ния их чис ла не смо жет кон ку ри ро вать с
чис лен ным ре ше ни ем даже в слу чае не слож ных
се тей. Раз вер ну тые вы ра же ния тре бу ют чрез мер -
но го объ е ма па мя ти и при во дят к боль шей по -
греш но сти.

________________СПИ СОК ЛИ ТЕ РА ТУ РЫ _______________

1. Ко но нов Ю.Г. Ис сле до ва ние эф фек тив но сти ме то дов
рас че та ус та но вив ших ся ре жи мов ра зомк ну тых рас пре де ли тель -
ных элек три че ских се тей. — Вест ник Се ве ро кав каз ско го го су -
дар ст вен но го тех ни че ско го уни вер си те та, 2005, № 1, с. 55–60.

2. Идель чик В.И. Рас че ты и оп ти ми за ция ре жи мов элек три -
че ских се тей и сис тем. М.: Энер го атом из дат, 1988, 288 с.

3. Ах мет ба ев Д.С., Ах мет ба ев А.Д., Бер ды го жин А.С. То по -
ло ги че ский ме тод фор ми ро ва ния уз ло вых урав не ний в об ра -
щен ной фор ме для элек тро энер ге ти че ских сис тем. – Элек три -
че ст во, 2018, № 5, с. 18–27.

4. Дмит ри шин Р.В. Оп ти ми за ция элек трон ных схем на
ЭВМ. Киев: Тех ни ка, 1980, 224 с.

5. Бра мел лер А., Алан Р., Хэ мэм Я. Сла бо за пол нен ные мат -
ри цы. Ана лиз элек тро энер ге ти че ских сис тем. М.: Энер гия,
1979, 192 с.

6. Ге ра скин О.Т. Ме то ды оп ре де ле ния 2 де ревь ев гра фа в
то по ло гии элек три че ских се тей. – Изв. АН СССР. Энер ге ти ка
и транс порт, 1967, № 5, с. 106–112.

7. Feussner W. Ueber Stromverzweigung in netzformigen
Leitern. — Annalen der Physik, 1902, Bd 9, Nо. 13, s. 1304–1329.

8. Feussner W. Zur Berechnung der Stromstarke in netzformigen 
Leitern. — Annalen der Physik, 1904, Bd 15, Nо. 12, s. 385–394.

9. Тео ре ти че ские ос но вы элек тро тех ни ки. Т. 1. Ос но вы тео -
рии ли ней ных це пей/П.А. Ион кин, А.И. Да рев ский, Е.С. Ку -
хар кин, В.Г. Ми ро нов, Н.А. Мель ни ков. М.: Выс шая школа,
1976, 544 с.

10. Фи ла ре тов В.В. Син тез оп ти маль ных фор мул схем ных
функ ций элек три че ских це пей. – Элек три че ст во, 1995, № 4, с.
36–43.

11. Фи ла ре тов В.В. То по ло ги че ский ана лиз элек трон ных
схем ме то дом вы де ле ния па ра мет ров. – Элек три че ст во, 1998,
№ 5, с. 43–52. 

12. Filaretov V.V., Gorshkov K.S., Kurganov S.A., Nedorezov
M.V. Generalized Parameter Extraction Method for Symbolic
Analysis of Analog Circuits Containing Pathological Elements. —
Lect. Notes Electrical Eng., Mar. 2018, vol. 479, pp. 31–70.

13. Дья ко нов В.П. Maple 10/11/12/13/14  в ма те ма ти че ских
рас че тах. М.: ДМК Пресс, 2011, 800 с.

14. Дья ко нов В.П. Mathematica 5/6/7. Пол ное ру ко во дство.
М.: ДМК Пресс, 2010, 624 с.

[16.11.20]

А в т о р ы: Кур га нов Сер гей Алек сан д -
ро вич – док тор техн. наук, про фес сор,
зам. заведующего ка фед рой «Элек тро -
снаб же ние» Уль я нов ско го го су дар ст вен -
но го тех ни че ско го уни вер си те та (УГТУ).

Фи ла ре тов Вла ди мир Ва лен ти но вич – 
док тор техн. наук, про фес сор ка фед ры
«Элек тро снаб же ние» УГТУ.

«ЭЛЕК Т РИ ЧЕ СТ ВО» № 4/2021 Схем но-ал геб ра и те ский рас чет уста но вив ших ся ре жи мов элек т ри че ских се тей 71

Еlek t ric hes t vo, 2021, No. 4, pp. 65–72 DOI:10.24160/0013-5380-2021-4-65-72

Circuit-algebraic calculation of steady-state modes of electric networks
KURGANOV Sergey A. (Ul’yanovsk State Technical University (USTU), Ul’yanovsk, Russia) – Professor,

Deputy Head of the Power Supply Dept., Dr. Sci. (Eng.)

FILARETOV Vladimir V. (USTU, Ul’yanovsk, Russia) – Professor of the Power Supply Dept., Dr.  Sci. (Eng.)

In iterative algorithms for calculating the steady-state modes of AC electrical networks, it is proposed to
use compact symbolic-numerical functions of nodal voltages formed by the method of circuit determinants
once. These functions, due to algebraic convolution, have many times less complexity than the expanded
expressions obtained by the tree method. Such functions are found by circuit-algebraic formulas in the form 
of a ratio of circuit determinants by allocating parameters. First of all, the conductivities (resistances)
composed of a larger number of parallel (sequential) branches and incident nodes with a minimum
(maximum) degree are distinguished. The original and derived schemes are recursively divided into parts
that are similar in complexity. It is shown that the known computer systems for analytical calculations do
not take into account the features of electrical circuits, without providing compact convolution.
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