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Математическое моделирование нагрузки на приводной двигатель
малогабаритного мобильного робота в модуле симуляции движения

БОДРОВ Е.Э., БОДРОВА С.И., ЛЫСЕНКО А.А.

Для совершенствования конструкции роботов и
снижения стоимости необходимы исследования и
применение новых, более прочных и легких мате�
риалов, разработка принципиально новых конст�
рукций, оптимизация алгоритмов управления робо�
тами. Оптимизация алгоритма управления роботом
или разработка нового алгоритма предполагают ис�
следование функционирования робота на матема�
тической модели. При разработке математических
моделей особое внимание нужно уделить модели�
рованию внешних условий, в которых находится
робот, т.е. моделированию нагрузки на его привод�
ные двигатели.

Разработано множество математических моде�
лей, описывающих электрическую и механическую
части электроприводов мобильных роботов и дру�
гих механизмов [1–9]. В данной работе поставлена
задача моделирования механической части элек�
тропривода мобильного робота. При разработке
математической модели необходимо учесть внеш�
ние условия, в которых находится и перемещается
робот. В качестве примера был выбран малогаба�
ритный мобильный робот, построенный на основе
распространенного и доступного конструктора
Lego Mindstorms NXT [1–5].

Моделирование нагрузки на приводной двигатель
мобильного робота. Вначале определим, в каких
внешних условиях будет перемещаться робот.

Предположим, что по ровной горизонтальной по�
верхности, имеющей хорошее сцепление с колеса�
ми во избежание проскальзывания. Принятые до�
пущения позволяют значительно упростить вывод
математических выражений и (при необходимости)
наличие неровностей на поверхности учесть от�
дельно. Предположение о ровной горизонтальной
поверхности подходит для многих практических
приложений применения мобильных роботов, свя�
занных с объездом препятствий.

Существует множество разновидностей конст�
рукций малогабаритных мобильных роботов. Они
могут иметь классическую двухосную четырехко�
лесную базу, трехколесную базу, трехосную базу и
др. В данной работе будет рассматриваться робот,

Применение малогабаритных мобильных роботов постоянно расширяется. Это связано с тем,
что их конструкции, алгоритмы управления и вычислительные возможности управляющих уст�
ройств постоянно совершенствуются, улучшаются материалы изготовления. Мобильные роботы
могут применяться в труднодоступных местах, в среде, опасной для человека, и во многих других
приложениях. В статье сделан анализ нагрузки, действующей на приводной двигатель малогаба�
ритного мобильного робота, передвигающегося по ровной поверхности. Определены составляющие
механической нагрузки на двигатель, а также проанализировано взаимное изменение этих состав�
ляющих в зависимости от направления движения робота. Найдено выражение, описывающее пере�
распределение составляющих нагрузки при движении робота прямо и при повороте. Показано, что
математическое описание нагрузки на приводные двигатели робота имеет перекрестные связи по
скорости правого и левого колес, для того чтобы учесть это перераспределение нагрузки. Разрабо�
танное математическое описание нагрузки может быть использовано при синтезе регуляторов
частоты вращения приводных двигателей мобильного робота; для исследования функционирования
робота при разработке нового алгоритма управления им или оптимизации уже существующего;
для симуляции движения робота при определении его местонахождения и других приложений.
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Рис. 1. Конструкция трехколесного мобильного робота
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имеющий трехколесную базу, достаточно часто
применяемую по причине простой конструкции и
несложного алгоритма управления (см. рис. 1).

Робот имеет два приводных колеса и одно опор�
ное. Каждое из приводных колес приводится в дви�
жение собственным двигателем постоянного тока.
Для конкретизации рассмотрим в качестве привод�
ного двигателя микромощный коллекторный дви�
гатель постоянного тока, устанавливаемый в робо�
тах Lego Mindstorms NXT.

Кинематическая схема системы «двигатель–ко�
лесо» приведена на рис. 2. Электромагнитный мо�
мент и угловая скорость двигателя через редуктор
передаются на его выходной вал, а затем на колесо.

Для упрощения при расчетах предполагается,
что ось, соединяющая приводной двигатель с коле�
сом, абсолютно жесткая. Это означает, что угловая
скорость вращения колеса wк равна угловой скоро�
сти выходного вала двигателя w.

Электрическая и механическая части привода
робота для одного из двигателей описываются сис�
темой уравнений:

U IR L
dI

dt
E= + + ; M M J

d

dt
M- = =c дин

w
,

где U – напряжение, подаваемое на двигатель; I –
ток якоря двигателя; R – полное активное сопро�
тивление цепи якоря; L – индуктивное сопротив�
ление цепи якоря; Е – ЭДС, создаваемая магнит�
ным потоком в обмотке якоря; М – электромаг�
нитный момент, развиваемый двигателем; Мс –
момент сопротивления со стороны колеса; J – сум�
марный момент инерции системы «двигатель–ко�
лесо»; w – угловая скорость вращения на выходе
редуктора двигателя; M дин – динамический мо�
мент.

В динамическом режиме электромагнитный мо�
мент М, развиваемый одним двигателем, уравнове�
шивается моментом статической нагрузки Mc и
динамическим моментом M дин :

M M M= +c дин .

Рассмотрим нагрузку, прикладываемую к робо�
ту в целом. Динамический момент M дин.роб ,

возникающий в переходном режиме, включает две
составляющие: динамический момент, зависящий от
массы робота Ммас.роб, и два динамических момента,
вызванные инерцией каждого из колес Мин.кол:

M M Mдин.роб мас.роб ин.кол= +2 .

Момент статического сопротивления Мс.роб ро�
бота, присутствующий в любом режиме, включает
две составляющие: два момента сопротивления,
определяемые трением во всех вращающихся эле�
ментах каждого из двигателей Мтр, и момент со�
противления, вызванный трением заднего опорно�
го колеса об опору Мтр.оп:

M M Mс.роб тр тр.оп= +2 .

Динамический момент, зависящий от массы ро�
бота Ммас.роб, можно найти из второго закона
Ньютона для поступательного движения как про�
изведение массы робота m на его ускорение
dV dtp / , где Vр – линейная скорость движения ро�
бота.

Если робот выполняет задачу перемещения раз�
личных объектов, то в случае захвата объекта об�
щая масса робота увеличится на массу объекта. В
этом случае вместо массы робота используется сум�
ма массы робота m и захваченного объекта mоб.

Для того чтобы уравнение динамического мо�
мента, зависящего от массы робота Ммас.роб, мож�
но было использовать для исследования и синтеза
регуляторов, необходимо перейти от линейной ско�
рости перемещения робота Vp к угловой скорости
вращения приводного колеса w рассматриваемого
двигателя (левого или правого). Для этого рассмот�
рим два случая, приведенных на рис. 3. На рис. 3,а
показан случай движения робота прямо с линейной
скоростью Vp . При этом линейная скорость пере�
мещения левого колеса Vл равна линейной скоро�
сти правого колеса Vп и равна V. В этом случае ли�
нейная скорость передвижения робота максималь�
на и равна V Vp= .

На рис. 3,б показан случай поворота робота во�
круг геометрического центра правого колеса (во�
круг точки О). При этом предполагается, что левое
колесо робота имеет линейную скорость V Vл= , а
скорость правого колеса равна нулю. В этом случае
центр тяжести робота (точка Р) будет перемещаться
с линейной скоростью Vp , меньшей, чем линейная
скорость перемещения левого колеса. При таком
типе поворота скорость Vp будет иметь наимень�
шее значение.

Если скорость правого колеса будет больше
нуля, но меньше скорости левого колеса, то линей�
ная скорость робота примет значение от ( / )l l Vp к
до V. Основываясь на геометрических соотношени�
ях, показанных на рис. 3, было выведено общее
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Рис. 2. Упрощенная кинематическая схема системы «двига�
тель–колесо»



выражение для линейной скорости перемещения
центра масс робота через угловые скорости каждо�
го из приводных колес. Это позволяет рассчитать
динамический момент, определяемый массой ро�
бота в общем случае вместе с захваченным объек�
том, по выражению:

M m m R
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dt
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где Rк – радиус приводного колеса; lр – расстояние
от геометрического центра приводного колеса до
центра масс робота; lк – расстояние между геомет�
рическими центрами приводных колес; wmax – уг�
ловая скорость колеса, которое при повороте робо�
та вращается быстрее; wmin – угловая скорость
второго колеса, вращающегося медленнее.

При движении робота прямо угловые скорости
вращения обоих приводных колес равны между со�
бой: w w wmax min= = , и момент M мас.роб+об будет
иметь максимальное значение.

Динамический момент, вызванный инерцией
каждого из колес,

M J
d

dt

m R d

dtин.кол к
к к= =

w w2

2
,

где Jк – момент инерции приводного колеса; mк –
масса приводного колеса.

Момент сопротивления, определяемый трением
во всех вращающихся элементах двигателя Мтр,
можно найти экспериментально. Для расчета Мтр
необходимо измерить ток якоря двигателя при вра�
щении приводного колеса, когда робот движется с
различными скоростями, затем умножить получен�
ные значения тока нагрузки на коэффициент элек�
тромеханического преобразования С двигателя. Ре�
зультаты аппроксимации экспериментального из�
мерения сухого и вязкого трения системы «элек�
тродвигатель–колесо» робота Lego Mindstorms
NXT, подробно описанного в [1], приведены на
рис. 4.

Обычно вязкое трение намного меньше сухого
и им можно пренебречь. Однако согласно [1] при
максимальной скорости движения робота рассмат�
риваемой конструкции Lego Mindstorms NXT вяз�
кое трение примерно равно по значению сухому.
Поэтому в данном случае вязкое трение обязатель�
но нужно учитывать, в [1] приведен расчет коэф�
фициентов сухого и вязкого трения.

Момент сопротивления, вызванный трением в
системе «электродвигатель–колесо»,

M В Атр дв дв= +w ,

где Вдв – коэффициент вязкого трения системы
«электродвигатель–колесо»; Адв – сухое трение
системы «электродвигатель–колесо».

Момент сопротивления, вызванный трением
заднего опорного колеса Мтр.оп, можно найти так�
же экспериментально, но не на холостом ходу, а
под нагрузкой. Для этого необходимо измерить ток
якоря одного из приводных двигателей при движе�
нии робота прямо с различными установившимися
значениями скоростей от минимальной до макси�
мальной. Ток якоря необходимо измерять только
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после завершения переходных процессов (после
того как робот разогнался до заданного значения
скорости), чтобы получить значение тока якоря,
вызванное статической нагрузкой. После измере�
ний нужно умножить полученное значение тока
якоря на коэффициент электромеханического пре�
образования С двигателя, что даст в итоге значение
момента статического сопротивления Мс.роб робо�
та. Зависимость Мс.роб от угловой скорости враще�
ния приводных колес w будет иметь вид, подобный
диаграмме экспериментального измерения сухого и
вязкого трения системы «электродвигатель–коле�
со» робота Lego Mindstorms NXT (см. рис. 4), но
будет располагаться выше, поскольку график
Мс.роб(w) состоит из двух зависимостей Мтр(w) и
одной Мтр.оп(w). Вычитая из графика Мс.роб(w) два
графика Мтр(w), можно построить Мтр.оп(w).

Зависимость момента трения опоры от скоро�
сти, определенная экспериментально, описывается
уравнением прямой:

M В Атр.оп оп оп оп= +w ,

где Воп – коэффициент вязкого трения опоры; Аоп
– сухое трение опоры; wоп – угловая скорость вра�
щения опорного колеса.

Целесообразно от угловой скорости опорного
колеса wоп перейти к линейной скорости его пере�
мещения Vоп. Аналогично определению линейной
скорости перемещения робота на рис. 3 проиллю�
стрировано также определение линейной скорости
движения Vоп опорного колеса через линейные
скорости приводных колес Vл и Vп. На рис. 3,а
приведен случай прямого движения. При этом ли�
нейная скорость перемещения опорного колеса Vоп
равна линейной скорости приводных колес V. На
рис. 3,б приведен случай поворота робота направо
вокруг геометрического центра правого колеса
(точка О), так как его скорость равна нулю. Как и
в случае с определением линейной скорости пере�
мещения самого робота, линейную скорость при�
водного колеса можно найти из аналогичного урав�
нения. Это позволяет рассчитать момент сопротив�
ления, вызванный трением заднего опорного коле�
са:
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где lоп – расстояние между геометрическими цен�
трами опорного и приводного колес; Rоп – радиус
опорного колеса. Поскольку робот имеет симмет�
ричную конструкцию, расстояние lоп одинаково
относительно правого и левого колес.

Рассмотрим нагрузку на один приводной двига�
тель робота. Динамический момент, вызванный
инерцией колеса Мин.кол, и момент сопротивле�

ния, определяемый трением во всех вращающихся
элементах одного двигателя Мтр, одинаковы для
правого и левого колес. Динамический момент, за�
висящий от массы робота Ммас.роб, и момент со�
противления, вызванный трением заднего опорно�
го колеса об опору Мтр.оп, распределяются поровну
(по половине значения соответствующего момента
для всего робота) между правым и левым привод�
ными колесами только при движении робота по
прямой. При его повороте одно и то же значение
динамического момента или момента сопротивле�
ния распределяется между приводными колесами
неравномерно. Большее значение момента сопро�
тивления будет приложено к колесу, имеющему
большую скорость, а меньшее – к колесу, имеюще�
му меньшую скорость.

Такое распределение нагрузки со стороны опор�
ного колеса между приводными колесами можно
учесть, введя соответствующий коэффициент. Та�
ким образом, нагрузка на один приводной двига�
тель рассчитывается по уравнению:
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где w – угловая скорость вращения рассматривае�
мого колеса (левого или правого); ¢w – угловая
скорость вращения второго колеса независимо от
того, левое оно или правое.

Из приведенного уравнения видно, что матема�
тическая модель робота имеет перекрестные связи
по скорости вращения левого и правого приводных
колес.

Разработанная модель механической части
электропривода мобильного робота в совокупности
с математической моделью электрической части
двигателя, подробно описанной в [10], может быть
использована для исследования функционирования
робота при разработке нового алгоритма управле�
ния им или оптимизации уже существующего; для
симуляции движения робота при определении его
местонахождения; синтеза регуляторов, управляю�
щих электродвигателями приводных колес, других
приложений.

На рис. 5 приведена упрощенная структурная
схема системы управления мобильным роботом
при симуляции движения робота для определения
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его местонахождения. На схеме не показан интер�
фейс с пользователем или оператором, который
может управлять роботом.
Модуль симуляции движения робота на основе

разработанной математической модели механиче�
ской части мобильного робота и информации о
частоте вращения приводных колес робота, полу�
ченной посредством обратной связи от него, моде�
лирует перемещение робота в пространстве. Осно�
вываясь на симуляции движения робота, модуль
определения местонахождения рассчитывает теку�
щее положение робота в пространстве относитель�
но заданной точки отсчета. Используя рассчитан�
ное текущее положение робота в пространстве, мо�
дуль управления движением робота определяет на�
правление, скорость и необходимость дальнейшего
его движения в соответствии с алгоритмом его
функционирования, т.е. с выполняемой им зада�
чей, и передает через регулятор управляющее воз�
действие на приводные двигатели робота. Кроме
того, модуль управления движением робота переда�
ет информацию о движении и действиях робота об�
ратно в модуль симуляции движения. Это необхо�
димо, если робот выполняет задачу, связанную с
перемещением объектов. В случае, когда он захва�
тывает предмет, его масса увеличивается на массу
этого предмета, что необходимо учитывать при си�
муляции движения робота.
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Рис. 5. Структурная схема системы симуляции движения робота для определения его местонахождения



Elektrichestvo, 2019, No. 2, pp. 48–53 DOI:10.24160/0013�5380�2019�2�48�53

Mathematical Simulation of the Load Applied to the Driving Motor of
a Compact Mobile Robot in the Motion Simulation Module
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The application fields of compact mobile robots are constantly widened. This is because their designs,
control algorithms, and the computing capacities of their controlling devices are constantly improved, and
so are the materials used to manufacture them. Mobile robots can be used in hard�to�reach places, in a
medium hazardous for a human, and in many other applications. The article presents an analysis of the
load applied to the driving motor of a compact mobile robot moving over an even surface. The mechanical
load components acting on the motor are determined, and the mutual change of these components as a
function of the robot motion direction is analyzed. An expression describing the redistribution of load
components when the robot moves in a straight direction and when it makes a turn is found. It is shown
that the mathematical description of the load applied to the rotor driving motors contains cross links in
terms of the right� and left�hand wheel speeds for taking into account this redistribution of load. The
developed mathematical description of load can be used in synthesizing the rotation frequency controllers of
the mobile robot driving motors, for investigating the robot performance characteristics in elaborating a new
algorithm of its control or in optimizing the existing one, for simulating the robot motion in determining its
location, and for other applications.

K e y w o r d s : robot, mathematical model, motor, microdrive, mathematical description, cross links,
motion simulation


