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Структурные схемы электроупругого актюатора
наномехатронных систем

АФОНИН С.М.

В наномехатронных системах позиционирова�
ния и юстировки в нанотехнологии, энергетике,
нанобиологии и адаптивной оптике применяется
электроупругий актюатор на основе пьезоэлектри�
ческого или электрострикционного эффектов. Пье�
зоактюатор – пьезомеханическое устройство, пред�
назначенное для приведения в действие механиз�
мов, систем или управления ими с использованием
пьезоэффекта. Пьезоактюатор работает на основе
обратного пьезоэффекта, в котором эффект пере�
мещения достигается за счет деформации пьезоак�
тюатора в диапазоне от единиц нанометров до де�
сятков микрометров [1–14].
Структурные схемы и структурно�параметриче�

ские модели электроупругого актюатора отражают
в динамике и статике физические процессы и осо�
бенности преобразования электрической энергии
в механическую. Входными переменными для
структурно�параметрических моделей электроуп�
ругого актюатора являются изображения Лапласа
управляющего напряжения или тока, сил, дейст�
вующих на торцах актюатора, выходными пере�
менными – изображения Лапласа перемещений
его торцов.
Структурно�параметрическая модель электроуп�

ругого актюатора представляет собой систему урав�
нений преобразований Лапласа для перемещений
торцов актюатора. С учетом параметров электроуп�
ругого актюатора, изображений Лапласа управляю�
щего напряжения или тока, сил и перемещений на
его торцах эта модель описывает структуру и пре�

образование актюатором электрической энергии в
механическую.
С использованием методов математической фи�

зики находится решение волнового уравнения и
строится структурная схема электроупругого ак�
тюатора наномехатронных систем. Задача нахожде�
ния решения для волнового уравнения с частными
производными гиперболического типа с помощью
преобразования Лапласа сводится к задаче реше�
ния обычного линейного дифференциального урав�
нения. Структурная схема электроупругого актюа�
тора наглядно отображает преобразование электри�
ческой энергии в механическую в отличие от элек�
трической эквивалентной схемы пьезопреобразова�
теля или пьезовибратора [4, 5]. В работе определя�
ется изменение упругой податливости в зависимо�
сти от вида управления по напряжению или току,
учитывается влияние прямого пьезоэффекта на
действующее напряжение на обкладках электроуп�
ругого актюатора.
Структурные схемы электроупругого актюатора

наномехатронных систем отображают взаимную за�
висимость электромеханических параметров актюа�
тора и преобразование актюатором электрической
энергии в механическую при перемещении его на�
грузки.
Рассмотрим деформацию электроупругого ак�

тюатора. Уравнения электроупругости актюатора
наномехатронных систем в общем виде для обрат�
ного и прямого пьезоэффектов [5–7] имеют вид:

Определены структурные схемы электроупругого актюатора наномехатронных систем при
обобщенном пьезоэффекте с учетом противоЭДС из�за прямого пьезоэффекта. Получены струк�
турно�параметрические модели электроупругих актюаторов наномехатронных систем при попе�
речном, продольном, сдвиговом и обобщенном пьезоэффектах, управлении по напряжению или
току. Структурно�параметрические модель и структурные схемы с обратными связями для элек�
троупругих актюаторов наномехатронных систем отображают преобразование электрической
энергии в механическую. В зависимости от вида управления электроупругого актюатора по на�
пряжению или току определены его структурно�параметрическая модель и структурная схема.
Найдены максимальные усилия и механические напряжения, которые развивает пьезоактюатор
наномехатронных систем при поперечном, продольном, сдвиговом, обобщенном пьезоэффектах. Оп�
ределены упругие податливости и жесткости, а также передаточные функции пьезоактюатора в
зависимости от вида управления в наномехатронной системе – по напряжению или току.
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где i j, , ,...,=1 2 6; m k, , ,=12 3 – индексы; Si – относи�
тельное смещение сечения актюатора по оси i; dmi
– пьезомодуль при обобщенном пьезоэффекте;
E t u tm( ) ( )/= d – напряженность электрического
поля по оси m; u t( ) – напряжение на обкладках ак�

тюатора; sij
E – упругая податливость при E = const;

T j – механическое напряжение по оси j; D tm( ) –

электрическая индукция по оси m; e
mk
T – диэлек�

трическая проницаемость при T = const.
Установившееся перемещение x0 электроупру�

гого актюатора наномехатронной системы из (1)
получаем в виде

x d0 0=d l umi ( / ) , (3)

где u0 – амплитуда напряжения на обкладках ак�
тюатора; l h b=( , , )d – обобщенная рабочая длина
электроупругого актюатора по оси i, которая равна
толщине d, высоте h или ширине b актюатора для
продольного, поперечного или сдвигового пьезоэф�
фектов.
Для определения структурно�параметрической

модели пьезоактюатора наномехатронных систем с
управлением по напряжению решаем совместно
волновое уравнение, уравнение обратного пьезоэф�
фекта и уравнения сил на двух его торцах:
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где F – внешняя сила, приложенная к торцам ак�
тюатора 1, 2; M – перемещаемая масса на торцах
1, 2.
При расчете электроупругого актюатора нано�

мехатронных систем используется волновое урав�
нение, описывающее распространение волны в
длинной линии с затуханием без искажений [5–7,
11, 12]. С применением преобразования Лапласа
задача для волнового уравнения с частными произ�
водными гиперболического типа сводится к более
простой задаче для линейного обыкновенного диф�
ференциального уравнения с параметром p, опера�
тором Лапласа [9–12]. Следовательно, получаем
обычное линейное дифференциальное уравнение
второго порядка:
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Его решение при нулевых начальных условиях
имеет вид

X X X( , ) { ( ) [( ) ] ( ) )} / )x p p l x p x l= - +1 2sh sh( sh(g g g , (6)

где X( , )x p – преобразование Лапласа смещения се�
чения электроупругого актюатора, причем для тор�
цов 1, 2 записываем:

X X( , ) ( )0 1p p= при x=0;
X X( , ) ( )l p p= 2 при x l= ;
g a= +p cE/ – коэффициент распространения;

cE – скорость звука в актюаторе при E=const; a –
коэффициент затухания, учитывающий затухание
колебаний вследствие рассеивания энергии при
распространении волны на тепловые потери.
Из уравнения (4) для сил, действующих на тор�

цах электроупругого актюатора, получаем:
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Из (1) получим систему уравнений для механи�
ческих напряжений на торцах электроупругого ак�
тюатора при x=0 и x l= :
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Из (8) получаем систему уравнений для струк�
турно�параметрической модели электроупругого
актюатора наномехатронных систем при обобщен�
ном пьезоэффекте с управлением по напряжению
и для структурной схемы (рис. 1) актюатора:
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где cij
E

ij
Es S= / 0.

Откуда определяем преобразованную систему
уравнений для структурно�параметрической моде�
ли электроупругого актюатора при обобщенном
пьезоэффекте с управлением по напряжению и для
преобразованной структурной схемы (рис. 2) ак�
тюатора:
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После преобразования системы (9) получаем
структурно�параметрическую модель электроупру�
гого актюатора наномехатронных систем при обоб�
щенном пьезоэффекте с управлением по напряже�
нию:
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где C S s l lij
E

ij
E

ij
E= =0 1/( ) /( )c – жесткость актюато�

ра с управлением по напряжению.
Из системы (9) находим передаточные функ�

ции электроупругого актюатора. Преобразование
(9) для перемещений двух торцов электроупруго�
го актюатора с управлением по напряжению дает
систему:
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матричное уравнение вида

X
X
1

2

11 12 13

21 22

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

p

p

W p W p W p

W p W p W

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

23
1

2

( )

( )

( )

( )
p

E p

F p

F p

mæ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, (13)

где передаточные функции
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Определим влияние противоЭДС за счет прямо�
го пьезоэффекта на характеристики актюатора при
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Рис. 1. Структурная схема электроупругого актюатора с управ�
лением по напряжению при нулевом сопротивлении источника
и нагрузки

Рис. 2. Преобразованная структурная схема электроупругого
актюатора с управлением по напряжению при нулевом сопро�
тивлении источника и нагрузки



его статической деформации. Выражения для мак�
симального усилия Fmax и механического напря�
жения T j max пьезоактюатора при питании от ис�
точника напряжения имеют вид:
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Найдем максимальное усилие Fmax и макси�
мальное механическое напряжение T j max пьезоак�
тюатора при питании от источника тока и положи�
тельной обратной связи по усилию из�за прямого
пьезоэффекта:
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где kmi – коэффициент электромеханической свя�
зи.

Следовательно,

T s E dj ij
D

m mimax = ; s k s k sij
D

mi ij
E

s ij
E= - =( )1 2 ;

k k s ss mi ij
D

ij
E= - =1 2 / ; ks >0, (17)

где ks – коэффициент изменения упругой подат�
ливости.

Из (16)
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При разомкнутых электродах жесткость пьезо�
актюатора возрастает по сравнению с ее значением
при замкнутых электродах. Соответственно, увели�
чение сопротивления источника и нагрузки приво�
дит к уменьшению упругой податливости и увели�
чению жесткости пьезоактюатора наномехатрон�
ных систем.

Упругая податливость sij пьезоактюатора
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кость пьезоактюатора [11, 12].
При управлении пьезоактюатора при обобщен�

ном пьезоэффекте от источника питания с конеч�
ным сопротивлением источника и нагрузки с уче�
том положительной обратной связи по усилию
из�за прямого пьезоэффекта получаем максималь�
ное усилие пьезоактюатора:
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где ku – коэффициент управления от электриче�
ского источника питания.

При управлении пьезоактюатора от источника

тока ku R®¥=1, при управлении пьезоактюатора

от источника напряжения ku R® =0 0. Следователь�

но, выражение для упругой податливости пьезоак�
тюатора имеет вид:
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где ks – коэффициент изменения упругой подат�
ливости.

При управлении пьезоактюатора с обобщенным
пьезоэфектом от источника питания с конечным
сопротивлением источника и нагрузки получаем
выражения для положительных обратных связей по
усилию в структурно�параметрической модели пье�
зоактюатора (рис. 3):
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( / )
( )=

0
, a=1 2, , (22)

причем при управлении по току от источника с

бесконечно большим сопротивлением ku R®¥=1.
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После преобразований получаем структурно�па�
раметрическую модель электроупругого актюатора
при управлении по току и передаточные функции
актюатора. При управлении по току записываем
системы уравнений для механических напряжений
в электроупругом актюаторе при x=0 и x l= :

T p
s

d x p

dx

g

s
D p

T h p
s

j
ij
D

mi

ij
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x
( , )
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0
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=

=

X
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D

mi

ij
D m

d x p
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g

s
D p

x l

X( , )
( )

=
-

(23)

и для структурно�параметрической модели актюа�
тора наномехатронных систем при обобщенном
пьезоэффекте с управлением по току:
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причем cij
D

ij
Ds S= / 0.

Откуда при обобщенном пьезоэффекте с управ�
лением по току:
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матричное уравнение
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где передаточные функции:
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Рис. 3. Структурная схема электроупругого актюатора с управлением по напряжению при конечном сопротивлении источника и
нагрузки
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С учетом параметра управления Y=E D, и обоб�
щенной рабочей длины электроупругого актюатора
l h b=( , , )d наномехатронных систем находим мат�
ричное уравнение:
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передаточные функции:
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Следовательно, система уравнений для струк�
турно�параметрической модели и структурной схе�
мы (рис. 3) электроупругого актюатора записывает�
ся в общем виде:
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где cij ijs SY Y= / 0.

Для учета влияния скорости электроупругого
актюатора наномехатронных систем при обобщен�
ном пьезоэффекте за счет возникновения противо�
ЭДС из�за прямого пьезоэффекта структурно�пара�
метрическую модель и структурную схему (рис. 3)
актюатора дополняем отрицательными обратными
связями:
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s
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�

( ) � ( )X Xa ad
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Из (28) получаем для наномехатронных систем
передаточные функции электроупругого актюатора,
закрепленного одним торцом, в диапазоне частот

0 0 01< <w , /c lY при M m2 1/ >> , инерционной на�

грузке и при управлении по напряжению или току:
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T M s l S M Cij ij ij
Y Y Y= =2 0 2/ / ; C S s lij ij

Y Y= 0/( );

x adij m MY = / /2 3,

где T T Tij ij
E

ij
DY = , ; x x ,xij ij

E
ij
DY = ; C C Cij ij

E
ij
DY = , ;

s s sij ij
E

ij
DY = , – постоянная времени, коэффициент

затухания, жесткость и упругая податливость ак�
тюатора в соответствии с Y=E D, – параметром
управления, где E – напряженность электрическо�
го поля; D – электрическая индукция.

Соответственно, при управлении электроупру�
гого актюатора, закрепленного одним торцом, при
обобщенном пьезоэффекте и питании от источни�
ка напряжения с конечным сопротивлением источ�

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО»№ 7/2019 Структурные схемы электроупругого актюатора наномехатронных систем 41



ника и нагрузки записываем для учета изменения
упругой податливости и жесткости актюатора сле�
дующее выражениe для положительной обратной
связи (рис. 3) по усилию в виде

U p
k l d

C
F pF

u mi( )
( / )

( )=
d

0
2 , (33)

причем при управлении актюатора по току от ис�
точника тока с бесконечно большим сопротивле�

нием ku R®¥=1, при управлении актюатора по на�

пряжению от источника напряжения при нулевом

сопротивлении источника и нагрузки ku R® =0 0.

Для учета противоЭДС из�за прямого пьезоэф�
фекта структурно�параметрическую модель и пара�

метрическую структурную схему электроупругого
актюатора, закрепленного одним торцом, для на�
номехатронных систем при обобщенном пьезоэф�
фекте и питании от источника напряжения с ко�
нечным сопротивлением источника и нагрузки до�
полняем отрицательной обратной связью:

U p
d S R

s
pmi

ij
�

( ) � ( )X X= 0
2d

. (34)

Определим структурные схемы с распределен�
ными и сосредоточенными параметрами электро�
упругого актюатора наномехатронных систем
(рис. 4), закрепленного одним торцом при упру�
го�инерционной нагрузке, с управлением по на�
пряжению при конечном сопротивлении источни�
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а)

б)

в)

Рис. 4. Параметрическая структурная схема электроупругого актюатора, закрепленного одним торцом, при упруго�инерционной на�
грузке, с управлением по напряжению при конечном сопротивлении источника и нагрузки: а – структурная схема с распределен�
ными параметрами; б – преобразованная структурная схема с распределенными параметрами; в – преобразованная структурная
схема с сосредоточенными параметрами



ка и нагрузки. По (12) для электроупругого актюа�
тора с одним жестко закрепленным торцом при уп�
руго�инерционной нагрузке при M1 ®¥ строим
его структурную схему с распределенными пара�
метрами (рис. 4,а) После структурных преобразова�
ний исходной схемы на рис. 4,а с положительной
обратной связью по усилию получаем преобразо�
ванную структурную схему актюатора на рис. 4,б с

упругой податливостью s k k sij mi u ij
E= -( )1 2 .

После замены гиперболического котангенса
двумя членами степенного ряда и использования в
структурной схеме на рис. 4,б значений коэффици�
ентов kd (прямого электроупругого эффекта [8]) и
kr (обратного электроупругого эффекта) в виде

k k
d S

sd r
mi

ij
= = 0

d
(35)

получаем структурную схему (рис. 4,в) с сосредото�
ченными параметрами электроупругого актюатора
с одним жестко закрепленным торцом при упру�
го�инерционной нагрузке и M1 ®¥, M m2 1/ >> .

Для наномехатронных систем имеем структур�
ную схему (рис. 5,а) с сосредоточенными парамет�
рами электроупругого актюатора, закрепленного
одним торцом, при упруго�инерционной нагрузке
и M1 ®¥, M m2 1/ >> . Передаточную функцию [14]
для электроупругого актюатора с учетом
противоЭДC и упруго�инерционной нагрузки по�
лучаем в виде
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где C S s lij ij= 0 /( ) – жесткость актюатора, причем

C C Cij
E

ij ij
D< < ; kv – коэффициент демпфирования

электроупругого актюатора; R – сопротивление ис�
точника и нагрузки.

Из (36) в статическом режиме работы электро�
упругого актюатора при упруго�инерционной на�
грузке (рис. 5,а) определяем статическое переме�
щение торца актюатора:
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1
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+
d l u

C C
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/
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Из (35) при Rk k kr d v<< получаем передаточ�
ную функцию электроупругого актюатора:
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Следовательно, выражение для передаточной

функции электроупругого актюатора, закрепленно�
го одним торцом, при упруго�инерционной нагруз�
ке и M1 ®¥, M m2 1/ >> , со структурной схемой на
рис. 5,б при R=0 имеет вид:

W p
p

U p
( )

( )

( )
= =

X 2

=
+

+ + + +

k C C

M C C p k C C p

r ij
E

e

ij
E

e v ij
E

e

/ ( )

(( /( )) ( /( )) )
.

2
2 1

. (39)

Из (39) получаем передаточную функцию элек�
троупругого актюатора:
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T M C Ct ij
E
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xt v ij
E

e ij
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ek C C M C C= + +/ ( ) ( ))2 2 ;

C S s l lij
E

ij
E

ij
E= =0 1/( ) /( )c .

Соответственно, передаточная функция пьезо�
актюатора при поперечном пьезоэфекте с управле�
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а)

б)

Рис. 5. Структурная схема с сосредоточенными параметрами электроупругого актюатора, закрепленного одним торцом, при упру�
го�инерционной нагрузке, с управлением по напряжению: a – при конечном сопротивлении источника и нагрузки; б – при нуле�
вом сопротивлении источника и нагрузки



нием по напряжению при R=0 и упруго�инерцион�
ной нагрузке имеет вид:

W p
p

U p

d h

C C T p T pe
E

t t t
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( )
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X 2 31
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где

T M C Ct
E

e= +2 11/( );

x at
E E E

eh C c M C C= +2
11 113/( ( ));

C S s h hE E E
11 0 11 111= =/( ) /( )c ;

X 2 ( )p , U p( ) – преобразования Лапласа перемеще�
ния торца и напряжения на обкладках пьезоактюа�
тора; d, h – толщина и высота пьезоактюатора; Tt ,
xt – постоянная времени и коэффициент затуха�
ния пьезоактюатора.

Для пьезоактюатора из пьезокерамики (ЦТС)
при поперечном пьезоэфекте с управлением по на�
пряжению и упруго�инерционной нагрузке для
M1 ®¥, n M<< 2 , ступенчатом входном напряже�

нии амплитудой u0 7= 5 В при d31
102 10= × - м/В,

h / d=20, M2 1= кг, C E
11

72 10= × Н/м, Ce = ×0 5 107,

Н/м получаем x0 2= 40 нм, Tt = × -0 2 10 3, с.
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Structural Diagrams of an Electroelastic Actuator for
Nanomechatronic Systems

AFONIN Sergey M. (Moscow Electronic Technics Institute, Moscow, Russia) – Associate Professor, Senior
Scientific Researcher, Cand. Sci. (Eng.)

The structural diagrams of an electroelastic actuator for nanomechatronic systems on the basis of the
generalized piezoelectric effect and taking into account the counter EMF caused by the direct piezoelectric
effect are defined. The structural�parametric models of electroelastic actuators for nanomechatronic systems
under the conditions of transverse, longitudinal, shear, and generalized piezoelectric effects, and with
control using the voltage or current feedback signals are obtained. The structural�parametric model and
structural diagrams with feedbacks developed for the electroelastic actuators of nanomechatronic systems
reflect the conversion of electrical energy into mechanical energy. The structural�parametric model and
structural diagram of an electroelastic actuator are determined depending on the type of its control using
the voltage or current feedback signal. The maximal forces and mechanical stresses developed by the piezo
actuator of nanomechatronic systems under the conditions of transverse, longitudinal, shear, and
generalized piezoelectric effects are determined. The piezo actuator’s elastic compliance and stiffness values
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under the conditions of transverse, longitudinal, shear, and generalized piezoelectric effects are determined
depending on the type of control in a nanomechatronic system: using the voltage or current feedback signal.
The transfer functions of piezo actuators under the conditions of transverse, longitudinal, shear, and
generalized piezoelectric effects and with control using the voltage or current feedback signal are obtained.

K e y w o r d s : electroelastic actuator, piezo actuator, mechatronics, strain, structural diagram,
counter EMF, elastic compliance


